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Apprentissage automatique

Données —> Modéle —> Prédictions

T i: Régression
Classification

Classe de fonctions
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Pulvérisation

Les séparateurs linéaires en 2D pulvérisent cet échantillon.




y & o

Pulvérisation

Les séparateurs linéaires en 2D pulvérisent cet échantillon.

AN AN
7 7

Les séparateurs linéaires ne pulvérisent pas ces échantillons.



Dimension VC

Vapnik et Chervonenkis (1971)

Soit # une classe d’hypothéses et S un échantillon :

VCdim # = mgx{|8| : # pulvérise S}
VCdim (sépateurs linéaires en 2D) = 3

Extension multiclasse : Dimension de Natarajan (1989)



Fonction de croissance

Ty (m) = Sﬁg?gm{lh(s)l th et}

Fonction de croissance 7
A

poly

exp

N\
7

Taille d’échantillon m

VCdim

VCdim # = max {m : 75(m) = 2™}



Arbre de décision

A —> {4,B,C}
X = 3 — N
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La VCdim des arbres

Simon (1991) - VCdim des arbres de rang r sur attributs
binaires

Mansour (1997) - VCdim d’un arbre a N noeuds sur ¢
attributs binaires est en Q(N) et O(N log?)

Maimon et Rokach (2002) - VCdim des arbres
oblivious sur des attributs binaires

Yildiz (2015) :
> VCdim exacte des souches de décision sur ¢ attributs
binaires (|log,(¢ +1)| + 1)

» Borne inférieure sur la VCdim de tout arbre pour tout
type d'attributs



Peu de résultats sur les attributs a valeur réelle

Peu de résultats sur une borne supérieure



X10

Machines a partitionner

X7
Xs
X9

{{X17X27 X7,X8, Xg} 9 {X37 X4,X5} ) {Xﬁ} ) {Xlo}}
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Partitions

c-partition 7(S) d'un ensemble S :
» Ensemble de ¢ sous-ensembles de S appelées parts
» Parts non-vides
» Union des parts égale S

Exemple de 3-partition :

S =1{1,2,3,4,5} 3(9) = {{2,5},{3}.{1,4}}
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Pour une classe T d’'arbre a structure fixe :

> ®5(S) : Fonction qui compte le nombre de c-partitions
réalisables par T sur un échantillon S.

> 15 (m) = SII%?X |#+(S)| : Fonctions de partionnement.
8 =m

» VCdim T = max {m : n7.(m) = 2"~ — 1}

But : Evaluer 72 (mn).



Approche récursive

Arbre T
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Approche récursive

Souche T

racine

A S\A



Souche de décision

Rappel : Evaluer le nombre de partitions réalisables
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Souche de décision

Rappel : Evaluer le nombre de partitions réalisables

S = {x1,X2,X3,X4,X5}

0

Part 1 Part 2 \L
2 5 3 1 4
Un attribut < une permutation de {1,...,m}

Une régle < une partition
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£ attributs

indices des m exemples

2 5 3 1 4] <> {{2,3,5},{1,4}}
315 2 4



£ attributs

indices des m exemples,

2 5 3 1 4]
315 2 4

<> {{1,2,3,5},{4}}



Naivement,

£ attributs

indices des m exemples

2 5 3 1 4]
315 2 4] <> {{1,2,3,5},{4}}

72 (m) < (m —1).



indices des m exemples
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indices des m exemples
2 5 3 1 4] <> {{1,2,3,5},{4}}
3 1 5 2 4] <= {{1,2,3,5},{4}}

e
—
n
~—
I
£ attributs

Naivement,
72 (m) < £(m —1).

Par simplicité, choisissons m impair.
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Un attribut = 2 partitions avec une part de taille & :

k=1: [2]5 3 1 4] & [2 5 3 1|4]

Idem pour k < m — k.



Un attribut = 2 partitions avec une part de taille & :

k=1: [2]5 3 1 4] & [2 5 3 1|4]
k=2: [2 5[3 1 4] & [2 5 3|1 4]
Idem pour k < m — k.
Donc,

71'% (m) < min {25, nombres de partitions avec une part de taille k}
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Partitions avec une part de taille 1 : m.

{{1},{2,3,4,5}}
{{2},{1,3,4,5}}
{{3},{1,2,4,5}}
{{4},{1,2,3,5}}
{{5},{1,2,3,4}}

(identiques aux partitions avec une part de taille m — 1.)



Partitions avec une part de taille 1 : m.
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Partitions avec une part de taille 1 : m.

m(m—l)'

Partitions avec une part de taille 2 : (’g) = 5

{{1,2},{3,4,5}} {{2,4},{1,3,5}}
{{1,3},{2,4,5}} {{2,5},{1,3,4}}
{{1,4},{2,3,5}} {{3,4},{1,2,5}}
{{1,5},{2,3,4}} {{3,5},{1,2,4}}
{{2,3},{1,4,5}} {{4,5},{1,2,3}}

(identiques aux partitions avec une part de taille m — 2.)




Partitions avec une part de taille 1 : m.

_ m(m-—1) '

Partitions avec une part de taille 2 : (’g) = :

Partitions avec une part de taille k < 2 : ().

(identiques aux partitions avec une part de taille m — k.)



Partitions avec une part de taille 1 : m.

0o g . . m(m_l)
Partitions avec une part de taille 2: () = ™5
Partitions avec une part de taille k < 2 : ()

Donc,



Partitions avec une part de taille 1 : m.

0o g . . m(m_l)
Partitions avec une part de taille 2: () = ™5
Partitions avec une part de taille k < 2 : ()

Donc,

s < 3 win o (7))



Théoreme. Soit T la classe des souches de décision sur ¢
attributs a valeur réelle. Alors,

72(m) < mzl min {2@, <’Z> } :

k=1

N =

et nous avons I'égalité pour 2¢ < m, pour 2/ > ({gJ)’ et pour
2
1<m<T.
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VCdim des souches de décision

Pour 2¢ > (LZJ), on a
2

=g (1)

l\.’)l'—‘

20



VCdim des souches de décision

Pour 2¢ > (Uﬂ”J), on a
2

=g (1)

l\.’)l'—‘

Pour 2/ < (LEJ), on a
2

T2 (m) < 2™ 1 -1

20



VCdim des souches de décision

Pour 2¢ > (L’ﬂ”

2

J),on a

l\.’)l'—‘

=g (1)

Pour 2/ < (L%), ona
T2 (m) < 2™ 1 -1

Donc,

VCdim (T) = max {m L 20> (LT%ZLJ> } € O(log £)

20



VCdim

o

10 20 30 40 50 60 70 80"
Nombre d’attributs ¢

21



Arbre quelconque

Arbre T

racine

S\A

.....
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Arbre quelconque

Arbre T

racine

S\A

.....

22



Supposons [7| = 3 et,

Les 7 possibles sont :

a B
i B1
o2 B2



Supposons |y| = 3 et,

a B
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Supposons |y| = 3 et,

a B
xl B1
o2 B2

Les 7 possibles sont :
> F1 = {1 U B1, a2, B2}
> ¥2 = {a1 U Ba, B1, a2}
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Supposons |y| = 3 et,

a B
i B1
€5 B2

Les 7 possibles sont :
> F1 = {1 U B1, a2, B2}
> F2 = {a1 U Ba, B1, a2}
> ¥3 = {1, a2 U B, B2}

23



Supposons |y| = 3 et,

a B
i B1
€5 B2

Les 7 possibles sont :
> 71 ={a1 U B1, a2, B2}
> ¥2 = {a1 U Ba, B1, a2}
> ¥3 = {a1,a2 U B1, B2}
> J4 = {a1,a2U fo, f1}

23



Proposition. Soit Q¢(a, §) 'ensemble des 7 avec c parts
réalisables a partir de @ et 3. Alors,

229 = U U2 (280,25 (5\W) ue® (95,(5\N), 2%, (V)
{X,5\A} a,b

24



Proposition. Soit Q¢(a, §) 'ensemble des 7 avec c parts
réalisables a partir de @ et 3. Alors,

229 = U U2 (280,25 (5\W) ue® (95,(5\N), 2%, (V)
{X,5\A} a,b

Borne supérieure.

im) < HEELL S i (20, (1)} (2 () a+ b0

T, (o), (m — k)

24



Proposition. Soit 9Q¢(a, 8) I'ensemble des 7 avec ¢ parts
réalisables a partir de @ et 3. Alors,

#5(8)= J U2 (90,95 (5\W) u e (94, (S\), 94, (V)

{A,S\A} ab

Borne supérieure.

m—Lr,

wiom) < LT S i (o0, (1)1 3 () () (@b~ o)

k:LTl 1<a,b<c
g (0w, (m ~ B)

Borne inférieure.

VCdim T > VCdim 7; + VCdim 7,

24



N e

VCdimT =1 VCdimT =6 7<VCdimT <16 12 <VCdimT <21 8 < VCdimT <25

Sha PADaR

13 < VCdimT < 31 13 < VCdimT < 32 14 < VCdim T < 40 18 < VCdim T < 38

Bornes sur la dimension VC des 9 premiers arbres non
équivalents pour ¢ = 10 attributs a valeur réelle.

25



Contributions

> Approche par partitions :
7(S),  Pp(S),  wgp(m),
VCdim T = max {m : 75(m) = 2™~! — 1}
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Contributions

> Approche par partitions :
7(S),  Pp(S),  wgp(m),
VCdim T = max {m : 77-(m) = 2™~ — 1}

» Dimension VC exacte des souches de décision sur ¢
attributs a valeur réelle :

VCdim T = max {m M2 (Lgp}
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Contributions

> Approche par partitions :
7(S),  Pp(S),  wgp(m),
VCdim T = max {m : 77-(m) = 2™~ — 1}

» Dimension VC exacte des souches de décision sur ¢
attributs a valeur réelle :

VCdimT=mT%X{m:%2 (L@}

» Bornes sur la dimension VC des arbres en général.

26



