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Solutionnaire du travail pratique #1

Réponses

Note: les réponses aux différentes questions ne sont pas toujours uniques.

1.

(a)

(b)

A chaque nuit, Anthropy réalise I'une de 15000 - 7 oeuvres artistiques. C’est
comme lancer un dé & 105000 faces équiprobables. L’entropie d’'un lancer est de
log, 105000 ~ 16.68 bits.

Il faut d’abord calculer la probabilité de chaque paire de numéros possible. 11 y
a deux cas pour une paire i—j: soit ¢ = j, soit ¢ < j.

Considérons d’abord le cas ¢ = j. 1l faut d’abord tirer une carte de numéro i;
la carte peut étre de I'une des 4 sortes possibles; ce tirage réussit avec proba-
bilité 4/52. Ensuite, il faut tirer & nouveau une carte de numéro i; la carte peut
étre de 'une des 3 sortes restantes; ce tirage réussit avec probabilité 3/51. La
probabilité d’une paire de numeéros i—j, i = j, est donc de 1/221.

Considérons maintenant le cas i < j. Il y a deux (groupes de) fagons de produire
cette paire: tirer ¢ avant j et tirer j avant ¢. Ces deux fagons sont disjointes 'une
de 'autre. On devra donc additionner les probabilités respectives de ces facons.
Considérons d’abord le cas oil ¢ est tiré avant j. Il faut tout d’abord tirer une
carte de numéro ¢; la carte peut étre de n’importe quelle sorte; ce tirage réussit
avec probabilité 4/52. Ensuite, il faut tirer une carte de numéro j; la carte peut
a nouveau étre de n’importe quelle sorte; ce tirage réussit avec probabilité 4/s1.
La probabilité de tirer ¢ puis j est donc de 4/663. Par un raisonnement similaire,
on a une probabilité de 4/663 de tirer j puis i. En somme, la paire i—j, i < j, a la
probabilité 8/663 de survenir.

En résumé, la probabilité des paires est définie ainsi:

Pig) = {

1221, sii=j;
8/663, sii<j.

En principe, on doit pouvoir vérifier I'identité suivante: Zpaire i P(i-j) = 1.
Ce qui nous intéresse ici, c’est 'entropie du processus de I'obtention des paires.
Soit X une variable aléatoire qui géneére les paires de numéros de Patrick.

HX) = 30 Plid)-lom g

paire i—j

13 13 1
= ZZP(ifj)-logQ P(ij)

i=1 j=i




13 13

= Z P(i—i) - logy P(’jz) + Z P(i—j) - log, P(le)
=1 Jj=i+1
Bl 1 B8 1
=1 Jj=i+1
13 13
= Z 2;1-log2221+'z %-log?
i=1 Jj=i+1
13 13
~ Y [00352+ > 0.0769
i=1 j=i+1
13
= > (0.0352 + (13 — i) - 0.0769)
=1
13
~ > (1.0349 —i-0.0769)
i=1
13 13
= (Z 1.0349) ~0.0769 - i
=1 =1
14-13

= 13-1.0349 — 0.0769 -
~ 6.4558

(c) Calculons d’abord les probabilités stationnaires de voir Kao se trouver sur les
différents nénuphars. Par abus de langage, je vais parler des probabilités station-
naires des nénuphars. Soient pa la probabilité du nénuphar A, pp la probabilité
du nénuphar B, etc. Par symétrie du probléme, on sait qu’on a pa = pc = pg =
p1 et pB = pp = PF = PH-

Commencons par poser une équation pour déterminer pa. Pour pouvoir se
retrouver sur le nénuphar A, il fallait que Kao soit sur le nénuphar B ou sur
le nénuphar D et saute vers A. On a donc I’équation suivante.

_ 1Jr 1
pA—pB3pD3

Posons une équation pour déterminer pg. Pour pouvoir se retrouver sur le
nénuphar B, il fallait que Kao soit sur le nénuphar A, sur le nénuphar C ou
sur le nénuphar E et saute vers B. On a donc I’équation suivante.

1 1 1

B = pA-§+pc-§+pE-Z

Posons une équation pour déterminer pg. Pour pouvoir se retrouver sur le
nénuphar E, il fallait que Kao soit sur le nénuphar B, sur le nénuphar D, sur



le nénuphar F ou sur le nénuphar H et saute vers E. On a donc I’équation suiv-
ante.

B NS S I
pE = pp-gtpo-gHpreogtpn- g

Enfin, il faut poser une équation qui force la somme des probabilités & atteindre 1.
pa+pB+pc+pp+pE+prtpctpntpr = 1

A partir de ce point, nous pouvons profiter des symétries pour simplifier les
équations en le systéme suivant.

1
= 2.pn.—
PA bB 3
_ L1
pB = pa B PE 1
1
PE = 4'pB'§
4-pa+4-pp+pe = 1

Solutionner ce systéme nous indique qu’'on a pp = 1/12, pp = 1/8 et pg = 1/6.
L’entropie du saut de Kao hors de A (ou de C, de G ou de I) est de log,2 =
1 bit. L’entropie du saut de Kao hors de B (ou de D, de F ou de H) est de
logy 3 ~ 1.585 bits. L’entropie du saut de Kao hors de E est de logy 4 = 2 bits.
En conséquence, I'entropie d’un saut en général est la suivante.

H (saut en général)

= Z prn - H(saut hors de n)
ne{A,...,I}

Z P - H(saut hors de n)
ne{A,C,G,I}

= + Z pr, - H(saut hors de n)
ne{B,D,F,H}

+ Z pr - H(saut hors de n)
ne{E}

1 1 1
ne{A,C,G,I} ne{B,D,F,H} ne{E}
1 1 1
= 4'ﬁ-log22+4-§-10g23+8-10g24
~ 1.459 bits



2. Code 1 : il est uniquement décodable car il est un code préfixe.

Code 2 : il est uniquement décodable. Utilisons I’algorithme de test de décodabilité
unique. On commence par initialiser DS. On constate que le mot de code 000
est un préfixe du mot de code 00010, menant au dangling suffiz 10. On découvre
le dangling suffix 10 & de nombreuses autres reprises mais ¢a demeure le seul.
Ainsi, DS est initialisé & {10}. Lors de la premiére itération, on compare les mots
de code et les dangling suffizes pour trouver de nouveaux dangling suffizes. En
particulier, on voit que le dangling suffiz 10 est un préfixe du mot de code 1010.
Toutefois, ceci ne méne pas & la découverte de nouveaux dangling suffizes. A
I'inverse, aucun mot de code n’est préfixe d'un dangling suffix. Donc, DS est
stabilisé. Aucun dangling suffiz n’est un mot de code. On conclut que le code
est uniquement décodable.

Code 3 : il n’est pas uniquement décodable car:
C(k) - C(e) = 10101 - 0101 = 1010 - 10101 = C(j) - C(k) .

Code 4 : il est uniquement décodable. Malheureusement, la trace de ’algorithme de
test est longue. A la fin, on obtient une longue liste de dangling suffizes mais
aucun n’est un mot de code. Voici la liste des dangling suffizes et la facon dont
chacun peut étre découvert.

. entre les m. de c. 00 et 001

. entre les m. de c. 0011 et 001110

. entre les m. de c. 0011 et 0011101 .

. entre les m. de c. 0011 et 00111011.

. entre les m. de c. 00 et 0011

e 110 est un d. s. entre les m. de ¢. 001 et 001110

e 1101 est un d. s. entre les m. de c. 001 et 0011101 .

o 1 est un d. s
S
S
S
S
S
S
e 11011 est un d. s. entre les m. de c. 001 et 00111011.
S
S
S
S
S
S
S

e 10 est un d.
e 101 est un d.
e 1011  est un d.
o 11 est un d.

o 111 est un d. s. entre les m. de c. 001 et 001111
e 1110 est un d. s. entre les m. de c. 00 et 001110
e 11101 est un d. s. entre les m. de c. 00 et 0011101 .
e 111011 est un d. s. entre les m. de c. 00 et 00111011.
e 1111  est un d. s. entre les m. de c. 00 et 001111
e 11111 est un d. s. entre les m. de c. 00 et 0011111 .
e 111111 est un d. s. entre les m. de c. 00 et 00111111.

Code 5 : il est uniquement décodable. Utilisons ’algorithme de test de décod-
abilité unique. On commence par initialiser DS. On constate que le mot de
code 00 est un préfixe des mots de code 0010 et 001010, menant aux dangling
suffizes 10 et 1010. On peut redécouvrir ces dangling suffizes & de nombreuses
autres reprises. Ainsi, DS est initialis¢ & {10,1010}. Lors de la premiére itéra-
tion, on peut redécouvrir les mémes deux dangling suffixes en comparant les mots
de code et les dangling suffives ensemble. Toutefois, ceci ne méne pas a la dé-
couverte de nouveaux dangling suffizes. Donc, DS est stabilisé. Aucun dangling
suffiz n’est un mot de code. On conclut que le code est uniquement décodable.



(a) Oui, il y a le code préfixe suivant.

100

00
1100
1101
11110
111110
101
1110
111111
01

ou, présenté autrement,
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00

01

100
101
1100
1101
1110
11110
111110
111111

(b) Tl n’y a pas de tel code preéfixe car les longueurs des mots de code ne respectent

1 1
I
1 1
ST



4. (a) On trie les symboles par fréquences d’apparition. Le code que vous avez construit
peut étre passablement différent; certains groupes de symboles peuvent étre di-
visés de deux facons différentes & cause d’égalités dans les sommes de fréquences.

1:1 b:2 i:3 h:4 £:5 g:6 e:7 c:8 j:9 d:10 a:11 k:12
1:1 b:2 i:3 h:4 £:5 g:6 e:7 c:8[j:9 d:10 a:11 k:12
1:1 b:2 i:3 h:4 £:5|g:6 e:7 c:8(j:9 d:10|a:11 k:12
1:1 b:2 i:3|h:4 £:5|g:6 e:7|c:8[j:9]|d:10|a:11|k:12
1:1 b:2{i:3|h:4|f:5|g:6|e:7|c:8[j:9|d:10|a:11|k:12
1:1‘b:2 i:3|h:4|f:5|g:6]|e:7|c:8[j:9[|d:10|a:11|k:12
Donc, le code obtenu est le suivant.

1: 00000 a: 110

b: 00001 b: 00001

i: 0001 c: 011

h: 0010 d: 101

£f: 0011 e: 0101

g: 0100 ou, présenté autrement: f: ool

e: 0101 ’ g: 0100

c: 011 h: 0010

j: 100 i: 0001

d: 101 j: 100

a: 110 k: 111

k: 111 1: 00000

113 4+2%5+8*%3+10%3+7T*4+5+4+

I 6x4+4%x4+3x44+9%3+12%x3+1%5
moy 78

(M1 4+8+104+9+12)*3+(7T+5+6+4+3)x4+(2+1)%5

B 78

90 x3+25x4+3%5

B 78

1504100 + 15

B 78

265

78



(b) L’algorithme de Huffman doit joindre des symboles pour en faire des fréres. Par
exemple, & la premiére étape ci-bas, les symboles 1 et b sont joints. Nous dénotons
par A =1 "\, b le fait de joindre ces deux symboles et de les remplacer par un
nouveau symbole artificiel nommé A. Cette notation signifie que le mot de code
de 1 sera formé en ajoutant O au mot de code de A et que le mot de code de b
sera formé en ajoutant 1 au mot de code de A. De plus, la fréquence de A est la
somme des fréquences de 1 et de b.

1:1,b:2,i:3,h:4,f:5,g:6,e:7,¢c:8,j:9,d:10,a:11,k:12
A=1,\,b
i:3,A:3,h:4,£f:5,g:6,e:7,¢c:8,j:9,d:10,a:11,k:12
h:4,f:5 g:6,B:6,e:7,¢c:8,j:9,d:10,a:11,k:12
C=h /1
g:6,B:6,e:7,¢c:8,j:9,€:9,d4:10,a:11, k:12
=g \(B
e:7,¢:8,j:9,€:9,d:10,a:11,k:12,D:12
E=e /\/C
j:9,€:9,d:10,a:11,k:12,D: 12, E: 15
Donc, le code obtenu est le suivant. F=3%C
e: 000 a: 101 d:10,a:11,k:12,D: 12, E: 15, F: 18
c: 001 b: 111111 G=d, N\ a
j: 010 c: 001 k:12,D:12,E:15,F:18,G: 21
h: 0110 d: 100 H=k  \,D
f: 0111 on e: 000 E:15,F:18,G:21,H:24
d: 100 presente 0 0111 I=E_ F
a: 101 g: 1110 . : :
autrement: G:21,H:24,1:33
k: 110 h: 0110 —
. J=G N\H
g: 1110 i: 11110 133 745
i: 11110 j: 010 _ LA
1: 111110 k: 110 K=T./NJ
b: 111111 1: 111110 K:78
113 +2%x64+8+«3+10x3+7*x3+5%x4+
6+x4+4%4+3*%5+9*3+12x3+1%6
Lmoy = 78
(M1 4+8+10+7+9+12)x3 4+ (5+6+4)x4+3x5+(24+1)%6
B 78
ST *34+15%4+3x5+3%6
- 78
171+ 60 + 154 18

78
264

8



5. Pour construire le mot de code pour le nombre i, on doit déterminer le numéro du
groupe de naturels, ¢ = |i/5], et identifier le membre du groupe, r = i — 5¢ €
{0,1,2,3,4}. Le numéro de groupe est encodé a ’aide du code unaire vu en classe.
Le numéro ¢ se traduit en le mot de code 190, en ¢ + 1 bits. Le numéro de membre
est encodé & 'aide d’un code préfixe. Les numéros r € {0,1,2,3,4} se traduisent en
les mots de code 00, 01, 10, 110 et 111, respectivement.

0: 000 |3: 0110 6: 1001 9: 10111
1: 001 4: 0111 | 7: 1010 10: 11000
2: 010 5: 1000 | 8: 10110 | 11: 11001

Soit 1(7) la longueur du mot de code pour le naturel 7. La longueur {(i) vient de la
somme de la longueur /1 (¢g) du mot de code pour le quotient g et de la longueur l(r)
du mot de code pour le reste r. Nous avons donc que l(q) = g+ 1 et lo(r) = | 2]
Maintenant, soit l,,,y la longueur moyenne du mot de code pour un naturel tiré au
hasard.

lmoy = Zpi ! Z(Z)
z;? ,
= Z Zp5q+r : l(5q + 7”)

q—Or—O
= ZZP&H—T' (l(q) + 12(r))
q=0 r=0
oo 4
- S oo 132)
q=0 r=0
o [ psg (@t 1+ F]) +psgrn (a+1+[F]) +
= Z psgr2 - (q+ 1+ | E]) + psgrs- (¢ +1+ [2]) +
=0 \psg+4 - (¢ +1+ 7))
o0 Psq - (@ +3) + psgr1- (¢ +3) +
= | psgr2- (g+3) + pogrs - (a+4) +
q=0 P5q+4 (g +4)
- (D) (g +3) + - (D) - (g+3) +
= > ¢ (1)§"+2-(q+3)+l (D)™ (g +4) +
SARGEY R
R N R R R R
= 52| @ @y @
=G g+
7\54 75q9+1 7\59+2
1,y oo (5)"a+(3) ¢+ (g) +
8 ZqZO 7 §q+3 7\ 5g+4 +
L q+ = q
= 1 ) (827)5q-3+ E§;5q+1 34 (z)5q+2 34
E'Zqzo (%)§q+3_4 1 (2)5%—4.4 8
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6. On fait croitre le dictionnaire de mots sources tant qu’on reste a I'intérieur de la limite
de 25 entrées.

a|3/10| |a [30/100| |aa| 9/100| |[aa | 9/100| |aa | 90/1000

b|2/10 20/100 | |ab| 6/100| [ab| 6/100| |ab | 60/1000

c|1/10| |c |10/100| |ac| 3/100| |[ac| 3/100| |ac | 30/1000

d|4/10 | |da|12/100| |ad |12/100 | |ad [12/100| |ad |120/1000

db | 8/100 20/100 ba | 6/100 ba 60/1000

dc| 4/100| |¢ |10/100| |bb | 4/100| |bb | 40/1000

dd | 16/100 | |da | 12/100 | |bc | 2/100| |bc | 20/1000

db| 8/100| |bd | 8/100| |bd | 80/1000

dc| 4/100| |c |10/100| |c 100/1000

dd | 16/100 | |da | 12/100| |da | 120/1000

db | 8/100| |db | 80/1000

dc | 4/100| |dc | 40/1000

dd [ 16/100 | [dda| 48/1000

ddb | 32/1000

aa | 90/1000 | |aa | 90/1000 | |aa | 90/1000 ddc | 16/1000

ab | 60/1000| |[ab | 60/1000 | |ab | 60/1000 ddd | 64/1000
ac 30/1000 ac 30/1000 ac | 30/1000
ada| 36/1000 | |ada | 36/1000| |ada |36/1000
adb | 24/1000 | | adb | 24/1000 | | adb | 24/1000
adc | 12/1000 | | adc | 12/1000 | |adc | 12/1000
add | 48/1000 | |add | 48/1000 | |add | 48/1000
ba | 60/1000 | |ba | 60/1000 | |ba |60/1000
bb | 40/1000 | |bb | 40/1000 | |bb |40/1000
bc | 20/1000 | {bc | 20/1000 | |[bc |20/1000
bd | 80/1000 | |bd | 80/1000 | [bd |80/1000
c 100/1000 c 100/1000 ca | 30/1000
da |120/1000 | |daa| 36/1000 | |cb |20/1000
db | 80/1000 | |dab| 24/1000| |cc | 10/1000
dc | 40/1000 | |dac | 12/1000| |cd |40/1000
dda | 48/1000 | |dad | 48/1000 | |daa | 36/1000
ddb | 32/1000 | |[db | 80/1000 | |dab |24/1000
ddc | 16/1000 | |dc | 40/1000 | |dac | 12/1000
ddd | 64/1000 | |dda | 48/1000 | |dad | 48/1000
ddb | 32/1000 | |db | 80/1000
ddc | 16/1000| [dc |40/1000
ddd | 64/1000 | |dda | 48/1000
ddb | 32/1000
dde | 16/1000
ddd | 64,/1000




7. Le tableau suivant indique 1’état de I’intervalle avant et aprés le traitement de chaque
caractére de l'entrée a coder. L’état du compteur Ez.count est aussi indiqué. En-
fin, 'intervalle résultant du codage du symbole est redimensionné si nécessaire. Les
éventuels bits émis par le redimensionnement sont indiqués.

| # SYMBOLE | ] 1T | m v |

| INT. /Es.count DEBUT | [55, 33)/0 | [135, 106)/0 | [500, 200)/1 | [5355, 5209)/0 |
INT. POUR a 2 50) | (105 100) | (500 209) | (55000 2200)
INT. POUR b 5 55) | e i) | 55, 253) | 5555, 2o09)
INT. POUR ¢ oo 20) | loor 100) | (g5 z00) | (52000 2500)
INT. POUR d 32, 2) | & 58 | (55, 59) | [0, 5299)

| INT. /Es.count MILIEU | [o5, 55)/0 | [15, 105)/0 | [535, 200)/1 | [5235, 5255)/0 |
REDIM. & BITS Fi:0 FE3: ¢ FEy: 10 Ey: 1
INT./E3.count [ 35)/0 | [355, 155)/1 | [258, 2530)/0 | [0, o5)/0
REDIM. & BITS FEi:0 Ey: 1 Ei:0
INT./E3.count [2%, %)/O [%, %)/0 [%, %)/O
REDIM. & BITS Ei: 0
INT./Es.count [, 2252)/0

| INT./Es.count FIN | [o5, 33)/0 | [, 5)/1 | [Z5, 330)/0 | [, 3252)/0 |

Cette fois-ci, 'intervalle est géré en nombres entiers. L’usage d’aussi peu que 16 tuiles
meéne & de sévéres distorsions des probabilités. Il faut faire attention & ne pas assigner
un intervalle vide & I’'un des symboles sources.

| # SYMBOLE | 1 | o | 1m | IV ]

| INT./Es.count DEBUT | [0, 15]/0 | [0, 11]/0 | [2, 13]/1 | [0, 15]/0 |
INT. POUR a [0, 2] 0, 1] (2, 3] [0, 2]
INT. POUR b (3, 6] (2, 4] [4, 6] (3, 6]
INT. POUR ¢ [7, 13] [5, 10] [7, 12] [7, 13]
INT. POUR d (14, 15] | [11, 11] | [13,13] | [14, 15]

| INT./Eg.count MILIEU || [0, 2]/0 | [5, 10]/0 | [13, 13]/1] [3, 6]/0 |
REDIM. & BITS Ei: 0 FEs: € Es: 10 Ei:0
INT./E3.count [0, 5]/0 | [2, 13]/1 | [10, 11]/0 | [6, 13]/0
REDIM. & BITS Ei: 0 FEy: 1
INT. /E3.count [0, 11]/0 [4,7]/0
REDIM. & BITS Ei:0
INT./E3.count [8, 15]/0
REDIM. & BITS Ey: 1
INT./Es.count [0, 15]/0

| INT./Es.count FIN | [0, 11]/0 | [2, 13]/1 | [0, 15]/0 | [6, 13]/0 |




