MAT-22257 : Exercices Série 9

Réponses et\ou solutions.

o
Exercice 1 : Pour chacune des suites définies par récurrence suivantes, résolvez la récurrence.

) ag = 2
a a, = 3a,-1+2" Vn:N*

Solution : (Méthode des séries génératrices)

Etape 1 : (on exprime la série génératrice sous la forme d’une fonction rationnelle)
e Onremarqueque:a, — 3-a, 1 —(2") = 0 Vn:N*;

e ce qui en extension donne : ar—3-a9—2 =0
a2—3-a1—22=0
a3—3-a2—23:()
(14—3'0,3—24:0

etc...
e Posons G(z) = ag + a1 + as2® + aza® + -+ + a, " + ---.
Alors,
Glz) = ap + ax + asr?® + azx® + .- + anx™ + -
-3z-G(z) = + —=3-apr + =3 -a12%> + =3 -ag2x® + - + =3 -a,_12" + -
- = -1 + 22+ 222+ -2+ + (22" + -
G(z) = 32G(x) — 25 = ao—1+ O0x + 022 + 0z3 + -+ + 0x™ + - -+
Ce qui donne G(z) — 3z G(z) — =5 = 1 (Car ap—1 =2-1 = 1)
_ 1
Donc,ona G(z)(1—32) = 14
Donc,ona G(z)(1—3z) = 724
2-2
Donc,ona G(z)(1—3z) = =
2-2
Donc,ona G(z) = (1_390)(196_%)
Donc,ona G(z) = % ce qui est une forme beaucoup plus simple pour exprimer la fonc-

tion G.



Etape 2 : (on décompose la fonction G en fractions partielles)

On sait que Tt = Tt e (Théoreme 3.4 .)
Alors, on a % = AQ;};&?&;;’ 2)
Ce qui implique ~ —2z+2 = A(1—2z)+ B(1 — 32)
Donc —2x+2 = A-1-2Ax+B-1-3Bx
Donc —2r+2 = (-2A-3B)x+ (A+ B)
Ce qui donne 2 = A+B (1)

—2 = —24-3B (2)
Donc 2—-B = A (1)
Donc -2 = —-2(2—-B)-3B (Substitution de (1) dans (2))
Donc -2 = —-4+2B-3B
Donc 2 = -B
Donc B = -2

A = 2—-(-2) =14

Conclusion : e = Tt e

Etape 3 : (on trouve la série de puissances associée 2 G et on répond 2 la question)
_ —2x+2
G@) = Toniay

_ 4 —2
- 1-3z + 1—2x

= W)+ @D3-x+ 43222+ 3323+ -+ 43" 2" + -+
+ (=2) + (=2)2-2 + (=2)22 - 2% + (=2)2% - 23+ -+ + (=2)2" - 2" + .-

= 4+ D32+ 43222+ D33 23+ -+ (432" + -
t- @)+ =2 e (202 20 2 (20

= ((-(2) + (93-(22) 7 + (O F—(29) -2 + (DF—(2) 2% +++ (4)3" =) o 4+

Réponse : La définition par terme général est a,, = 4-3" — 2" Vn: N,



b() — O
b, = b,_1+n Vn:N*

Solution 1 :
On remarque qu’il est possible que (b,,)nen SOit une suite de premiers termes d’une suite arithmétique.
(Voir Théoreme 2.8 et Définition 2.7.)

Soit (a,)nen, la suite définie par le terme général a,, = 0+n-1 Vn:N.
Alors,

(1) par le Théoréme 2.2, on a que (a,),en est une suite arithmétique de 1°' terme a = 0 et de
différence d = 1.

by = ao

by = buoa+a, VN (Gre=Oca=0snd=n
n - n— n .

(2) Eten plus, on a bien que {

Donc, par le théoreme 2.8, on a b, = W Vn : N.

Réponse : b, =

(0+0+n-1)(n+1) _ n(n+l) .
5 = =5 Vn: N

Solution 2 : (Pour ceux qui aiment ¢a plus long : méthode des séries génératrices.)

Etape 1 : (on exprime la série génératrice sous la forme d’une fonction rationnelle)

e Onremarqueque:b, — b, 1 —n = 0 Vn:N*;
e ce qui en extension donne : by —bp—1 =0
bo —b1 —2=0
bg - bg - 3 — 0
by —bs—4=0
etc...

e Posons G(x) = by + byx + boa? + bya® + -+ + bya"™ + -+,

Alors,
—l‘G(.’E) = + —bpx+ b+ b3+ -+ b1z + -
G(2) —2G(@) — e = bot 0z + 02® + 0z + -+ + 0™ + ---
Ce qui donne G(z) — z G(x) — ﬁ -0 (Car by = 0)
Donc,ona G(x)(1—2xz) = (1j$)2

Donc, on a G(z) = ey



Etape 2 : (on décompose la fonction G en fractions partielles)

On sait que 5P = 1o T oyt ey (Théoreme 3.4 .)
Alors’ on a % — A(l*Z)(QltB;géflv)‘i’C
Ce qui implique 0-2°+1-2+0 = A(l—2)?+B(l—1x)+C
Donc 0-22+1-24+0 = Al-2r+2>)+B(l—-2)+C
Donc 0-2°4+1-24+0 = A-1-24Ar+ A2*+B-1—Bx+C
Donc 0-2°+1-240 = Ax?+ (—2A—B)z+(A+B+C)
Ce qui donne 0 = A+B+C (1)
1 = 24-B (2)
= A (3)
Donc 1 = —2(00—B (Substitution de (3) dans (2))
Donc -1 = B
Donc 0 = 0+-1+C (Substitution dans (1))
Donc A =0
B = -1
C =1
Conclusion : (1_”;)3 = & + (l_i)Q + (l_lx)g (1:;)2 + (1_12:)3

Etape 3 : (on trouve la série de puissances associée a G et on répond a la question)

G(x)

gL

—1 1
o2 T =a)p

-1+ -22z+-3-224+ 42+ + —(n+1)a" + .-
bl 32, 4 43,2 ) 54,3, g (B20dD g0y

Réponse : La définition par terme général est

Ce qui, une fois simplifié, donne

(F14+2ZY) + (2432 o+ (-3+43) 2% + (-4 2B 4. 4 (—(n+1)+%>-x”+m

Vn : N.

= (n 1) 4 R

n (nt1) .
5 Vn : N.

by



Cop —
c) &1
Cp =

1
8
6-cho1—9 cho+2" Vn:N—-{0,1}

Solution : (Méthode des séries génératrices)

Etape 1 : (on exprime la série génératrice sous la forme d’une fonction rationnelle)
e Onremarqueque:c, — 6-¢, 1 +9-¢, 2—2" = 0 VYn:N—-{0,1};

e ce qui en extension donne : o —6-c14+9-¢c9g—2%2 =0
C3 _6‘02+9‘Cl_23 =0
C4—6'03+9'Cg—24 =0
s —6-c4+9-c5—2° =0

etc...
e Posons G(z) = ¢y + c1x + cox® + cza® + -+ + cpa™ + .
Alors,
G(z) = co + az + 2z + ezt 4+ oo+ cnx™ 4 -
—6z-G(z) = + —6cox + —6c1 a2 + —6cax® + - + —6cp_r1 ™ + -
+922 - G(x) = + 9¢pz? 4+ 9P+ -4+ 9cpoz™ + ---
- = -1 + 2z + —(22)22 + —(2H23 + -+ —(2")2" + .-
G(m)—6xG(m)+9x2G(x)—ﬁ = (¢o—1)+ (eg — 6cog — 2)x + 0z2 + 0z% + -+ + 0x™ + ---
CequidonneG(x)—6xG(x)+9x2G(x)—ﬁ =0 (Car cg—1=1—-1=0c¢et ¢y —6cg—2=8—-6-1—2=0.)
Donc,ona G(z)(1— 6z +9z%) = @
Donc,ona G(z)(1—3z)* = (17—12@
1
DOHC, on a G(CL') = m

Etape 2 : (on décompose la fonction G en fractions partielles)

; 1 _ A B C £
On sait que 302 (1_22) = 132 + (1—32)2 + (1-22) <Theoreme 34 >
Alors. on a 0-2240-z4+1 _ A(1-3z)(1—2z)+B(1—2x)+C(1—3x)?

(1-3z)2 (1—2z) (1-3z)2 (1—2z)

Ce quiimplique 0-224+0-z+1 = A(1—-3z)(1 —2x)+ B(1 —2z)+ C(1 — 3z)?



Donc

Donc

Donc

Ce qui donne

Donc

Donc
Donc

Donc
Donc

Donc
Donc

Donc

Donc

Donc

Donc

Conclusion :

0-224+0-2+1

0-2°40-2z+1

0-224+0-2+1

1

(1-32)2 (1—22)

1

— o = o O

jen)

SN

QoI
™

Q W

A(1 =5z + 62%) + B(1 — 2z) + C(1 — 62 + 92?)

A-1—5Ax+6A2>+B-1—-2Bxz+C-1—6Cz +9Cx?

(64 +9C)2? + (—=bA — 2B —6C)z + (A+ B+ C)

A+B+C

—bA —-2B —-6C

6A+9C

—-3C
2

=S¢+ B+C
—2B - 6C

_5.=3C
5 2

5 C+B
2C —-2B

-C+2B
3C — 4B

C

—6 3 4
1-3z + (1—3x)2 + (1—2x)

(1
(2
(3
(3

(1)
(2)

<Subst1tut10n de (3’) dans (1)
<Subst1tut10n de (3”) dans (2)

Simplification de (1
Simplification de (2’

(/I
(//

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
(2///)
)

(Subsntutlon de (2’) dans (17)

Etape 3 : (on trouve la série de puissances associée a GG et on répond a la question)

G(z)

(=6)
+
+

1
2

_|_
(3
(4

(1-3z)% (1—2x)

(17330)21 (1—2x)

— 3 4
1-3x + (1—3x)2 + (1—22)

(®3x+(6m2x+(6m?ﬁ+«my
@3x+a$§
(4)2-2 + (4)22

) +
) +

- T

2

_|_
+ (4

Réponse : La définition par terme général est

4
)

Ce qui, une fois simplifié, donne

(3)3% - 23 + -
23 .23 + (4) 24

(

St 4

1)(3
+

o

)20

-+ no4o.
)3
( +...

(—6+4+3)+ ((-6)-3+2-(3)-3+(4)-

Cn

2)-x + ((=6)-32+3-(3)-3%+ (4)
+((=6)-3"+(n+1)-(3)

(—6) - 37 +

Cn

.92
.3n

(n+1)-(3)-3"+
—2:3" + (n+1)-3" +4.27

)
+(4)-

(4)-27

.x2+...
2m) .

+

Vn : N.
Vn : N.

m"_i_...



=
~
QU
= o
Il

1
8
6 -

o
3
Il

dn—l -9 'dn_g Vn:N— {0,1}

Solution 1 : (La méthode des récurrences linéaires homogenes )

Nous allons appliquer le théoreme 4.1.

Soit p(x) = x? — 62 + 9, le polyndme caractéristique de la suite {d,, ) cn.
Par la formule quadratique, on constate facilement que les zéros de du polyndme p sont z; = 3 et zo = 3.

Comme z; = x5, on a donc, par le Théoréme 4.1, que le terme général de la suite (d,,),cn est de la forme
d, = C1-3)" + Cy-n-(3)" Vn : N

ou (; et 'y sont deux constantes.

Déterminons les valeurs de ces deux constantes :

On saitque dy = letd; = 8.

Doncona C;-(3)° + Cy-0-(3)° = 1
Ci-3)+Cy-1-(3) = 8
Donc on a Ci-14+40 =1
Donc on a c, =1
3-C; +Cy-1-3 = 8
Donc C; = 1
C, = &4
Donc C; = 1
Gy = 3

Réponse : Le terme général de la suite (d,,) ey est

d, = 3" 4+ 5n-3"! Vn: N

Solution 2 : (La méthode des séries génératrices )

Si vous cherchez a faire compliqué quand on peut faire simple, faites-le vous méme. : -)



Exercice 2 : En utilisant le théoréme sur les récurrences linéaires homogenes d’ordre 2, exprimez les

séries génératrices des suites suivantes sous forme de fonctions rationnelles :

f() = 0 bo — 2
a) fl =1 b) bp = 6
fn = fn—l + fn—2 Vn:N— {0, ]_} bn = bn—l + bn_g Vn:N— {0, ]_}
Co — 1 do =1
C) K = 4 d) d1 =1
¢n = 4 cy1—4-cno Yn:N—-{0,1} d, = 4-d,1—4-d, o VYn:N—-{0,1}
Réponses : . ., ’
2a) f, = %(Hf) f%(l—ﬁ)’ VneN 2b) b, = (1+\/5)(1+2V5) +(1—\/5)(1—2¢5) Vn e N
2c)c, =2"-(n+1) VneN 2d)d, = 2" 1. (2-n) VneN

EXGI’CICC 3 <Voir Annexe des notes de cours sur les résolutions de récurrences



