3. Résoudre une recurrence
Méthode 3 : par les series generatrices

Dans cette section nous allons déevelopper une méthode
plus générale de résolution de réecurrences, la méthode
par series generatrices.



3.1 Lidée de la méthode

Voici un exemple qui illustre son fonctionnement, nous
développerons les outils nécessaires a son utilisation par
la suite.

Exemple R.18 Soit (an),, -y la suite définie par récurrence

ag
an

Résolvez cette récurrence.

par

1
a,_1-2 Vn:.N*



e La somme
142242222423 234 ... 427 5"
est la somme des n + 1 premiers de la suite geéomé-
trique
an =1-(2x)" Vn:N
qgui a premier terme 1 et raison 2x. Par le théoreme R.16,

on a donc

142 2+42%. 22423 23 ... 42" g"
1-(1—(2x)"*h)
1 —2x




Supposons maintenant que 2z €] — 1, 1[, c’est-a-

dire que = € |5F, 3.

Alors on remarque facilement que dans ce cas, plus n
devient grand, plus (2z)™ 1! se rapproche de 0.



Donc, si on fait tendre n vers l'infini, la partie droite de
I’équation ci-dessus va tendre vers
1-(L-0) 1
1—-2z 1-—2z
La partie de gauche de I'équation ci-dessus devien-
dra une somme contenant un nombre de plus en plus
grand de termes, a la limite une somme contenant une

Infinité de termes.

Autrement dit, a la limite, lorsque n — oo, et si x €
|=", 5|, 'équation ci-dessus devient
1

142242222423 234 . 42" g}, = —
— £




Il est intéressant de constater que la somme infinie
142242222423 234 ... 427" ...
est en fait une fonction de x, car pour tout = € |5*, 3.

Cette somme infinie coincide avec la fonction ration-
nelle d’équation

1
1 —2z

()

Nous verrons bientot en quoi ce resultat est interessant
pour notre probleme.



e Généralisons le procédé de fabrication de ces sommes
Infinies.

Fabriguons une nouvelle fonction &, définie a partir de
notre suite (an), N définie au début de cet exemple,
de la maniere suivante :



G(CU) — ao+a1$—|—a2x2—|—a3az3—|—---—|—a,nx'”’—|-...

Remarquons que, pour certaines valeurs de =z, cette
somme infinie sera elle aussi une fonction. Et que la
fonction G encode en quelque sorte la suite (an),,
puisque c’est la suite des coefficients de G.



e Rappelons-nous que

an =a,_1-2 Vn N,

ce qui implique que

an—2-a,_1=0 Vn:N*,

ce qui en extension donne :

a1 — 2
a> — 2
a3z — 2 -
a4—2~

-ag =20
a1 =20
a> = 0
az = 0

etfc...



Maintenant, nous allons essayer d'utiliser cette rela-
tion de réecurrence et nos connaissances en algebre
pour arriver a ecrire la fonction GG sous une forme plus

simple.

G(z)
—2x - G(x)

ag —+ a1 r -+ aQ:cQ —+ a3as3 + .-
4+ —2.aq9xz + —2-a122 + —2-a023 + .-

G(x) — 22G(x)

ap —+ Oz —+ 0x? + 0x3 + ---



Cequidonne G(x) —2x-G(x) = 1 (Carag = 1.)

Donc,ona G(z)(1—-2x) = 1

Donc,ona G(z) = (1_121,), ce qui est une forme
beaucoup plus simple pour exprimer la fonction G.



e Pour terminer le probleme, remarquons gque nous connais-
sons deéja la série de puissances associee a

1
(1 —2z)

c'est

14+2. 242222423 . 234 ... 42" . g0 ...



On a donc

G(x) = ag + a1z + apx® + azz® + -+ + apa™ + .-

! ! ! ! !
G(z) = 1 4+ 2z 4+ 2222 4+ 233 4+ ... 4+ 2" 4+ ...

Ce qui indirectement implique le résultat cherché :

a, = 2" Vn : N.

C.Q.F.D.



La deuxieme solution est bien sur nettement plus compli-
guée que la premiere, mais elle a 'avantage d’étre géné-
ralisable a des résolutions de récurrence que la méthode
utilisée dans la solution 1 ne saurait résoudre.

En effet, si on analyse les différentes étapes de la solu-

tion 2 :



1. On a, a partir de la suite (an),cn, Crée la série de

puissances

G(m) — a0+a133—|-a2$2—|—a3333—|—---—|—anajn—|—-o-

cette serie s’appelle en fait la serie génératrice de la

2. En utilisant astucieusement la relation de récurrence
qui definissait (an),,c, ON @ reussi a exprimer G sous
la forme d’'une fonction rationnelle.



3. On a trouve quelle etait la série de puissance qui
était associée a cette fonction rationnelle, et ainsi Iin-
directement déterminé le terme général de la suite

<a’n>n€N'



De cette analyse, on peut résumer ainsi
la méthode de résolution de récurrence par seéries

géneratrices :

Etape 1: A partir de la suite (an),, . Construire la sé-

rie generatrice

G(m) — CLO+CL1£U—|-CL2$2—|—CL3CB3—I—---—I—CLnajn—|—-o-

Puis en se servant astucieusement de la relation de
recurrence définissant (an),,cry, ON exprime G sous
la forme d’'une fonction rationnelle.



Etape 2 : On décompose la fonction rationnelle trouvé
a I'étape 1 en éléments plus simples de facon a ce
gue pour chacun de ces éléments, on connaisse la
série de puissances qui lui est associée. Cette étape
s’appelle la decomposition en fractions partielles.



Etape 3 : On recompose les différentes séries de puis-
sances associees aux fonctions rationnelles trouvées
a I'étape 2, de fagcon a obtenir la série de puissances
associée a G, obtenant ainsi indirectement le terme
général de la suite (an),,cn, résolvant ainsi la récur-
rence.



Mais avant de pouvoir efficacement résoudre des récur-
rences par cette méthode, il nous faut connaitre plusieurs
modeles de séries de puissances et savoir comment on
décompose en fractions partielles.



3.2 Modeles de séries de puissances

Theoreme R.19 Soient a, b € R — {0}, alors Vx €

-1 1
] o[ ‘b|[, on a que

¢ 5 = a4+ ab-x+ ab? -z + ab3- -3+ ab*-
zr 4+ o 4 ab?og + ...

o (1_0;)@2 = a + 2ab-x + 3ab?-z2 + 4ab3. 23
(n4+ 1)abd™ - 2™




o (1_6%)2 — 04 a-x+ 2ab-22 4+ 3ab?-x3 + 4ab3.

et 4+ -+ nablogn 4+ ...

a _ 21a ; 3-2-ab 4.3-a-b% 2 | 5-4.0-b3 3
L (n+2)(n+1)-a-b" 0
2




En particulier, nous avons donc les séries de puissances

suivantes.

Théoreme R.20

= =1l+z4+2+34+2%+ - Fa"+ -

T

1 1
1+ = 1—(—xz)

=14+ (-Dz + (-1)%x% + (-1)323 4+ (-1)%z*
+ (=1)"z" + -

¢ G =1+20+37+ 4+ + (ntDa" + -



oﬁ:O—I—a:—|-2m2—|—3a:3—|-4334—|----—I-na:”—l—---

. (1_1@3 = 21432, 4 43,2154,3, . (n+2)2(n+1)$n_|_



3.3 Decomposer une fonction rationnelle en
fractions partielles

Théoreme R.21 Voici la forme de décomposition en frac-
tions partielles de chacune des familles de fonctions ra-

tionnelles suivantes :

o axr—+b _ A | B
(cx+d)(ex+f) =~ cx+d " ex+f

Pourvu que y = cx + d ety = ex + f aient des zeros différents.

o _0Ztb A B
(cx+d)2 =~ cx+d ' (cx+d)?




arl+br+t-c A | B | C

® zte)(Frt+g)(hz+i) — dzte T fz+g T ha+i

Pourvuquey = dx+e¢e,y = fx+ g et hxe + i aient des zéros tous différents.

arl+brtc _ A | B | C

(dw-i-e)z(fx-l-g) ~ dzte ' (dzte)? | frtg

Pourvu que y = dx + e et y = fx + g aient des zeros difféerents.

arl+br+c __ A | B | C
(dz+e)3 ~— dxte ' (dz+e)? ' (dz+e)3




3.4 Exemples de resolution de recurrence
par la methode des series géneratrices

Exemple R.22 Résolvez la récurrence suivante :

ao 1
an = 3-a,_1+4" Vn . N*



Solution :

Etape 1 : On exprime la série génératrice sous la forme
d'une fonction rationnelle

e On remarque que :
an — 3-a,_1—(4") = 0 Vn:N*

e Ce qui en extensiondonne : a1 —3-a90—4 =0
a2—3-a1—42=O
a3 —3-ar—43=0
a4—3-a3—44=0

etc...



e Posons G(x) = ag + a1z + asx? + a3x3 +

Alors,
G(z) = a9 + arz+ anx? + azzr34- -+
—3z-G(x) = 4+—-3.apz+—-3 a1+ -3 -aox34-- -+ -3
1z = -1+ —Aet —(4DP+ (@D
G(m)—?):pG(:E)—l_—um = ag— 1+ Ox+ 0x2+ Ox34- -+
Ce quidonne G(z) —3xG(x) — =4, = O

(Car ag—1 = 1—-1 = 0.)



Donc,ona G(x)(1 —3xz) = 1_14;,;

1
(1-32)(1—-4x)’

Donc,ona G(x) =

ce qui est une forme beaucoup plus simple pour expri-
mer la fonction G.



Etape 2 : On décompose la fonction G en fractions par-
tielles.

On sait que
1 A B

(1—32)(1—4z) 1-—3z ' 1-4z

( Théoreme R.21.)

Alors, on a

1 _ A(l —4z) + B(1 — 3z)
(1 —-32)(1—4z)  (1-3z)(1-42)




Ce qui implique
1=A(1—-42)+ B(1 —3x)
Donc
1=A-1—4Ax+ B-1—3Bx
Donc
Ox+1=(—4A—-3B)x+ (A+ B)
Ce qui donne

1 =A+B (1)
0 = —4A + 3B (2)



Donc

Donc

Donc

Donc

1-B=A

0= -4(1—-B)-3B

0=-4+4B — 3B

0=-4+4+B



Donc

Conclusion :
1 -3, 4

(1—-32)(1—4z) 1-3z ' 1-4xz




Etape 3 : On trouve la série de puissances associée a
G et on répond a la question.

G(x)

1
(1 —-3x)(1 —4x)
_3 4

= 13z 142

= 34+ (-3)3-2+ (-3)3%2° 4+ (-3)3> 2+ - + (=3)3"-2" + -
+ 4+ @4+ D2+ D O+ DA+

= 3+ -3 -2+-3)2®+ -3+ - +-@"FTH2" + .
4+ 44+ 42,5 443 .22 4 4% .34 .. fogntlogno L

= (=344 + (=3 +4%) 2 + (=(3°) +47) - 2® + (-3") +4%) -2 +
o (@) AT



Réponse : La définition par terme général est

an = —(3"TH 44771l yn N



Exemple R.23 Résolvez la récurrence de Fibonacci :

fo=0
Ji =1
Jn = fn—1+ fn-2 vn:N-—{0,1}

\



Solution :

Etape 1 : On exprime la série génératrice sous la forme
d’'une fonction rationnelle.

e On remarque que :

fo— fol1— foo = 0 V¥n:N-—{0,1)}

e Ce qui en extensiondonne : fo—f1—fo =0
Ja—Jo—f1=0
Ja—Jf3—J2=0
Js—Ja—Jf3=0

etc...



e Posons G(z) = fo + fiz + fo2? 4+ fzz> +

oo 4+ ™ + -
Alors,
G(z) = fot+ fiz+ foz?+ fzzP4-+ faz"4
—z-G(z) = +  —fort+—frett—fori++—foo12"4
—z? - G(z) = +—for*+—frz 3+ —fr_oz™4

G(z) — zG(z) — 2°G(x) fot+(fi— fo)z+ 022+ 0z34+ .-+ 0x"+

Ce quidonne G(z) — 2 G(z) — 22 G(z) = =

(Car fo=0¢e fi—fo=1-1=1.)



Donc,ona G(z)(1 —z—z2) = =z

Donc,ona G(x) p—

Doncona G(x)

(1-(AHY5)2) (1-(128))

( Les deux zéros de p(z) = z2 4+ —1 -2 — 1 étant (H'Q\/g) et (1_2\/5) )



Pour simplifier I'écriture, posons

et

Donc on a

_(1+¢3
p1 = 5

=27
p2 = 5

G(z) =

(I=p12) (1=ps2)"



Etape 2 : On décompose la fonction G en fractions par-
tielles.

On sait que
x A B

— |
(1-p12) (L—poz) (L-p12) (1-poz)
( Théoreme R.21 )

Alors, on a
T _ A —p2z) + B(1 — py z)
(1—p12) (1 —pox) (1—p12) (1 —p12)




Ce qui implique

Donc

r=A(1—-poz)+ B(1-p17)

r=A—Ap>x+ B—-—Bpjx

Autrement dit

O

1- 2= (A

(=Apo—Bp1)- =



Ce qui donne

Donc

Donc

o
|

A+ B

1=—p2A + —p1-(—A4)



Donc

1= (-p2+p1)A

Donc

On a donc aussi




Donc

Conclusion :

1 —1
L . pP1—p2 | p1—pP2

(1—-p1z) (1—poz) (L—p1z) (1-poz)



Et comme

Pl — P2

14++v5 1-+/5
D 2

1 v5 1 —+vb

> 2 D 2



On a donc

€T
@) = A8 (L= pao)
1 —1
— P1—pP2 I P1—pP2
(1 —p1z) (1—po7x)
1 -1
V5 | V5

(1-p12)  (1-p2z)



Etape 3 : On trouve la série de puissances associée a
GG et on répond a la question.

G(x)
75 7
_ 5 5
= Aopo) A= pao)

_ .t N S R PULL: BN SRR SN R
= \/g_l_\@[il -I-f(p) +\/§(fl) + -I-\@(lpl) -
+z Tt E e :U-I-\f(pz)2 % + T(p2)3-w3+---+%(pz)”-w

= (\/154‘\_/%)4‘(\/1—/01"‘\/—%02) +<1 (p1)2+7(pz)> +

+ <% (p1)° + ﬁ (p2)3> o EE ( (p1)" -|- —= (pz) ) "+



Réponse :

La définition par terme général est

fn \/5 (p1)" \/—(pz)n Vn N

Autrement dit :






