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(( Resolution de récurrences))



Introduction

Dans ce chapitre, nous etudierons des problemes
reliés a la notion de suite.

Par exemple,
(0,2,4,6,8, ...)

est la représentation en extension de la suite des
entiers naturels pairs



Ou encore

(0,1, 4,9, 16, ...)

celle des carrés parfaits.



Voici un exemple plus complexe, connu sous le nom
de suite de Fibonacci :

(0,1,1,2,3,5,8, 13, 21, ...)

De fagon géenérale, la suite

<CLO, ai, a2, a3, a4, .. >

se notera (an),,cN-



Il est a noter gu’une telle suite est en fait une ap-
plication de N vers R, on peut donc la représenter

(an>n€N par

f: N — R

n —— an

Une suite «an» ne commence pas nécessairement
par l'indice 0, elle peut commencer par lI'indice 1 ou
par tout autre element ng € Z.



Dans ce cas, la suite serait

<an07 Ang+1s Ang+2) Ang+35 Ang+4; - - >
et se noterait

<CLn> nZEZ

Dans ce cas, on peut représenter la suite par l'ap-

plicaton f : {n:Z | n>ng} — R

n — Aan



Une suite peut donc étre définie en extension, exemple :

(0,2,4,6,8, ...)
ou (de facon plus rigoureuse) en compréhension,
exemple :

f: N — R
n —— 2n



On présente généralement une définition par terme
géneral d’'une suite en donnant simplement la for-
mule générique permettant de calculer directement
n'importe quel terme de la suite.

Exemple : Le terme général de la suite (an),,n d€S
entiers naturels pairs est

an, = 2n Vn € N



Il y a une autre facon de définir une suite : la défi-
nition par récurrence.

La suite (an),,cy des entiers naturels pairs peut se
definir récursivement par

ago O
an

a,-1+2 Vn:.N*



La suite de Fibonacci (fn),,cny € définit récursive-
ment par

fo =0
i =1
\fn = fp—1+ fn—2 Vn:N\{0,1}

Nous verrons au cours de ce chapitre que le terme

général de la suite de Fibonacci est

PR 14++v5)" 1 (1-v5)"
Bl 2 V5| 2

Vn € N




Le concept de suite se retrouve au centre de l'ana-
lyse de plusieurs problemes en mathématiques et
en informatique. On le retrouve entre autres lorsque
'on s’intéresse au nombre total d’étapes qu’un al-
gorithme doit accomplir, ou plus exactement lorsque
I'on cherche a calculer le temps d’execution t,, d’'un
programme en fonction d’'un certain parametre n qui
est généralement relié a la taille de la donnée d’en-

trée.



Exemple R.1 Considérons 1’algorithme suivant :

[ — O
Pour 7+« 1an Faire
Pour j < la: Faire

[— 1+ 1

Ici, se demander quel sera (en fonction du para-
metre n) le nombre total d'étapes d’exécution de
I'algorithme revient en gros a se demander quelle
sera la valeur finale de la variable [ en fonction du

parametre n.



Soit {(an), cn la suite qui, pour chaque n, donne
cette valeur finale. Alors on remargue facilement que
eag =0

Et que

ean = a,_1+n Vn € N*.



1. Résoudre une réecurrence
Methode 1 : «deviner» la solution et la
verifier par induction mathematique

Dans plusieurs cas plus complexes, c'est encore la
seule facon connue a ce jour.

Le principe d'induction mathématique s’énonce de
plusieurs facons, la forme la plus couramment utili-

sée étant :



Théoreme R.2 Principe d’induction mathematique
faible.

Etant donné un prédicat P. Alors,

(P(OOA(Vn:N|:. P(n) = P(n+1))) = (Vn:
N |: P(n))

ou, ce qui est equivalent,

(P(O)A(Vn:N|P(n): Pn+1))) = (Vn:
N |: P(n))



ou, ce qui est equivalent,

(P(O) A(Vn : N*|: P(h—1) = P(n))) =
(Vn:N|: P(n))

ou, ce qui est equivalent,
(POO)A(Vn:N*|P(n—1) : P(n))) = (Vn:
N |: P(n))



Exemple R.3 Soit (an>n€N une suite définie par récur-

Irence par

agp
an

Démontrez que an, = n2 Vn € N.

0
a,-1+2n—1 Vn:N*

Démonstration Prenons le prédicat

P(n) : ap = n?

Alors nous devons démontrer que (Vn : N |: P(n)).
Et par le principe d’'induction mathematique,



Il suffit de démontrer que

P(0) A (Vn:N*|P(n—1):P(n))

Montrons P(0). (C'est-a-dire, montrons ag = 02).
ag = 0 = 02

Montrons (Vn : N* | P(n — 1) : P(n)).
Soit n : N*, choisi tel que P(n — 1) est vrai.
(C’est-a-dire, tel que a,,_1 = (n — 1)2))

( Et montrons P(n). (c’est & dire ap, = n?.))



an

— ( Définition de (an),,cN-)
Gp—1+2n —1

— ( Hypotheése d’induction.)
(n—1)242n-1

= ( Développement d’'un trinbme carré parfait.)
(n?—2n+1)+2n—-1

— ( Simplification algébrique.)

n2

On adémontré (Vn : N* | P(n — 1) : P(n)).



Conclusion : on a bien (Vn : N |: P(n)),
c'est-a-dire : a,, = n2 VYn € N.
C.Q.F.D.



Il est important de préciser que la preuve par induc-
tion mathématique faible peut ne pas étre utilisable
dans certains cas, notamment par exemple lorsque
la suite définie par récurrence ne commence pas
a l'indice 0, ou lorsque dans la relation de recur-
rence on calcule le terme a,, en fonction de plu-
sieurs de ses predéecesseurs. Voici donc deux des
nombreuses autres variantes du principe d’induc-
tion mathématique.



Théoreme R.4
Principe d’induction mathéematique faible sur

{ng,nog+ L,ng+2,...}

Etant donné un prédicat P. Alors,

(P(ng) AN (V¥n:N| ng<n AN P(n—1): P(n)))

=

(Vn:N|ng<n:P(n))



Théoreme R.5

Principe d’induction mathématique a deux cas
de base.

Etant donné un prédicat P. Alors,

(P(0)AP(1) A (¥n : N={0,1} | P(n—2)AP(n—1) : P(n)))
=

(Vn:N|: P(n))



Exemple R.6 La suite de Fibonacci

Soit ( fn),,cny une suite définie par récurrence par

fo=0
11 =1
\fn = fn—1T Jn-2 Vn :N—{0,1}

Démontrez que

1 (14+vB\" 1 [1-vB)"

Vn € N



Démonstration Prenons le prédicat
p(n) : f 1 (145" 1 (1-+5)
n) . —
"Bl 2 V5| 2

Vn €

Alors nous devons démontrer que (Vn : N | P(n)).

Et par le principe d’induction mathématique a deux

cas de base,
Il suffit de démontrer que

P(0O) AP(1) A (Vn:N—{0,1} | P(n—1)AP(n—2) : P(»



Avant de démontrer cet énoncé, nous avons besoin

de la remarque suivante :

Remarque (x) : les deux nombres 1“2\/5 et 1=V5

sont les deux zeros du polyndome

y=a:2—a’;—1

Donc, 1“2\/5 et 1_2\/5 sont les deux seuls nombres

réels satisfaisant 'équation 0 = 22 — x — 1, et
donc I'équation = 4+ 1 = x2. Autrement dit, ad-
ditionner 1 a I'un de ces deux nombres est équi-

valent a I'élever au carré.



Montrons P(0). C’est-a-dire, montrons

fO:\/g > \/g
A1 1 1 [14v5)\Y
fo=0=J~Js = s ("%

1 (1+¢§>0 1 (1—ﬁ)0

2




Montrons P(1). C’est-a-dire, montrons
£ = 1 (14+v5)" 1 (1-vB)
LTVl 2 NP

V5 2 V51 2
1 (1++/5 1 (1-+5
VBl 2 VBl 2







Montrons (Vn: N —{o0,1} | P(n—1) AP(n—2) : P(n]

Soitn : N— {0, 1}, choisi tel que P(n — 1) et
P(n — 2) sont vrais.
C’est-a-dire, tel que

1 145\ 1 (1-B\" "
fn—l_\/g > \/g >

et tel que

e

fn—Q — \/g > \/g >



Montrons P(n), c’est-a-dire

PR (1+\/§>" 1 (1_\/5)”

V5 2 /5 P
fn
— ( Définition de (fn) e (0.1}-)
fn—l + fn—2
— ( Hypotheses d’induction. )
VB 1\ 2 V5 2
VB \ 2 V5 2
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On a démontré

(Vn:N—{0,1} | P(n—1) A P(n—2) : P(n))

Conclusion : on a bien (Vn : N | P(n)),

c'est-a-dire :
1 (1+v5)" 1 (1-vB\"
In = \/g( 5 ) \/g( > ) Vn € N



Nous sommes maintenant certains que le terme gé-
néral de la suite de Fibonacci est

1 (14+vB) 1 (1-vE)"
fn—\/g 5 VA

Mais si ce terme général ne nous avait pas été donné

Vn € N

gratuitement, nous aurions été tous incapables de
le deviner. Il nous faut donc de nouveaux outils pour
résoudre des récurrences, c'est le propos des pro-
chaines sections.



2. Resoudre une recurrence
Meéthode 2 : quatre cas particuliers

Nous nous intéressons dans cette section a quatre
familles particulieres de suites. Pour chacune des
suites appartenant a une de ces familles, le terme

general est facile a trouver.



Définition R.7 Les suites arithmétiques.

On dit qu’une suite {(an),, st arithmétique de premier
terme a et de différence d si

® a0 = a

e la différence entre la valeur du terme a4, et celle du

terme a,,_1 estégalead Vn :N©



Theéoreme R.8 Soit (an), - Une suite. Alors les enon-
ces suivants sont equivalents :

1. {an),c €St une suite arithmetique de premier
terme a et de difference d.

2. {an),cN €St définie par réecurrence par
ag
an

3. (an), N €St définie par terme géneral par :

a

a,_1+d Vn:.N*

an = a-+nd Vn :N



Exemple R.9 La suite des nombre pairs que nous avons
vue en introduction est une suite arithmétique de premier
terme a = O et de différence d = 2, et on a bien que

ag O
an

a,-1+2 Vn:.N*

et que

n-2 Vn:.N

an



Définition R.10 Les suites géométriques.

On dit qu’une suite {(an),, est géométrique de premier
terme a et de raison r s1

®ag=a

e le rapport entre la valeur du terme ap, et celle du terme

a,_1estégalear Vn :N*



Theoreme R.11 Soit (an),, N Une suite. Alors les
enonces suivants sont equivalents :

1. {an),cN €St Une suite geometrique de premier
terme a et de raison r.

2. (an), N €St définie par récurrence par
ao
an

3. (an),cN €St déefinie par terme géneéral par :

a

p_1-Tr Vn :.N*

an, = a-r' VYn:N



Exemple R.12 La suite des puissances de 2, c’est-a-
dire (1,2,4,8,16,32,64, ...), est une suite géomé-

trique de premier terme a = 1 et de raison r = 2, et on

ag
an

an

a bien que

]

a,_1-2 Vn:.N*
et que

1-2" Vn:N



Définition R.13 La suite des sommes de premiers termes
d’une suite.

Soit (an),,cpy une suite.
On appelle suite des sommes de premiers termes de la

suite (an),,cN la suite

(ag, (ag +a1), (ag+a1+a2), ..., (ag+ar+---+an), ...

Ou, autrement dit, la suite (Sh),,cpy définie par récur-

S0
Sn

Irence par

ag

-~



Theoreme R.14 Soit (an),,cN, Une suite arithmetique
de premier terme a et de différence d et soit (Sn),,cN

la suite des sommes de premiers termes de la suite
(an),cn- Alors (Sn),,cn st définie par terme géne-
ral par :

5 — (ao+an)(n+1)
2

Vn . N



Exemple R.15 Calculez14+2+3+4+44---4100.

Solution : Remarquonsque 14+2+3+4+4+4---4+100
est une somme de premiers termes de la suite arithmé-
tique de premier terme 1 et de différence 1.

Notons cette suite arithmétique (an),,c-

Alors par le théoreme R.8,onaan, = 14+n-1 Vn : N.



Ainsi,

14243444 ...4100

p— (Carap = 100 si n+ 1 = 100, et donc si n = 99.)
ap + a1 +ap +az + -+ agg

= ( Théoréeme R.14.)

(_ao+a992)(99+1)

(14100)(99+1)
2

5050.
C.QFD.



Theoreme R.16 Soit (an),, . Une suite géomeétrique
de premier terme a etde raisonr # 1 et soit (Sn),,cN
la suite des sommes de premiers termes de la suite
(an),cn- Alors,

(Sn)nen €st définie par terme general par :

(1 — n—+1
Sn:a( r ) Vn | N
1l —r




Exemple R.17 Calculez8+16+32+4644 128+
.-+ +1048576.

Solution : Remarquons que 8 + 16 + 32 4+ 64 +
128 + .-+ 4+ 1048576 est une somme de premiers

termes de la suite g€éométrique de premier terme 8 et de
raison 2.
Notons cette suite arithmétique (an),,cN-

Alors par le théoréme R.11,onaa,, = 8-2" Vn : N.



Ailnsi

3+16+32+64+4+ 128+ ---+1048576

Car,siap, = 1048576, alors8:-2" = 1048576,
— < etdonc 2" = 131072 > *
et donc n =1095(131072) = 17

ag t+ a1 +az+az+---+aiv

= ( Théoreme R.16.)

8-(1-217t11)
1-2

2097 144.
C.Q.ED.

*Rappelons que 10g,(A) = 'Iggllz((g‘))





