Théoreme C.2 Soient B et C, deux ensembles, et
p C B xC.Alors

1.— pesttotal = p~—1 est surjectif ;
D.— p estdéterministe = p—1 est injectif;
3.— p estinjectif= p—1 est déterministe ;
4.— pest surjectif = p~1 est total




Démonstration Soit p C B x C.

1.- p est total = p—! est surjectif.

p est total.

=( définition de la totalité de p. )

(Vb : B|: (dc: C|:bpc)).

=( définition de p~ 1. )

(Vb: B|: (3c: C|: cpth)).
=( définition de la surjectivité de p—1. )

p~1 est surjectif.



2.- p est déterministe = p—! est injectif.

p est déeterministe.

=( définition du déterminisme de p. )

(Vb : B,c,c : Clbpc ANbpc - c = )).

=( définition de p~1. )

(Vb : B,c,d : Clep b Adp~tb:c = {¢)).
Ve, 2 C,b: Blep oA dp~1lb:c={))
= ( définition de lnjectivité de p~1. )

p~1 est injectif.



3.- p est injectif = p— ! est déterministe.

p est injectif.

=( définition de la injectivité de p. )

(Vb,b' : B,c: Clbpc ANb/pc:b=10"))

=( définition de p—1.)

(Vb,b' : B,c: Clep oA cp™ b : b =1)).
(Ve : C,b,b : Blep b Acp™ b 1 b=1))
=( définition du déterminisme de ,0_1. )

p~1 est déterministe.



4.- p est surjectif = p—1 est total.

p est surjectif.

=( définition de la surjectivité de p. )

(Ve : C|:(3b: Bl :bpc)).
=( définition de p1. )
(Ve:Cl:(3b: B : cp_lb)).
=( définition de la totalité¢ de p~1. )

o1 est total.

C.Q.F.D.



Définitions 1 : Etant donnée une application f :
B — C, alors

f estinjective = (Vb,t': B| f(b) = f(b') :b=1")

ce qui est equivalent a :

f estinjective = (Vb,b': Bl b£ b : f(b) = f(V))

et, ce qui est equivalent a :

f estinjective = (Vb,b' : B,c: C| bfeAb fc:b=1")



Définitions 2 : Etant donnée une application f
B — C, alors

f est surjective = (Vc: C|:(3b: B|: f(b) =c¢))
ce qui est equivalent a :

f est surjective = (Vc: C|:(3b: B|:bfc))



EXEMPLES de déemonstrations de type
“classique” appliques a la theorie des
relations :

(Ici, les differentes propriétes reliees a 'arithmétique sont supposees
connues et n‘ont pas a étre demontrees. )



Etant données les deux relations suivantes :

a) T CZx7Z,définiepar: 7 ={:,j|7=1/1: (i, 7)}

b) k: Z — 7, définie par laregle : h.x = 2«

Pour chacune d’'elle, determinez s'il s'agit :

(1) d’'une fonction (c.-a-d. : déterministe) ;

(2) d’'une application (c.-a-d. : déterministe et totale) ;

(3) d’'une app
totale et in

(4) d'une app

ication injective (c.-a-d. : déterministe,

jective) ;

ication surjective (c.-a-d. : déterministe,

totale et surjective) ;



a)(1) (/ntuitivement, - semble étre une relation déterministe.)

Démontrons donc que
(Vb,c,clbre Abrc - c = )

Soient b, c, ' choisis tels que brc et brc’
(et montrons que c = . )

Comme brc, alors par la définition de 7, on a
c=1/b.
Comme brc, alors par la définition de =, on a
c = 1/b.

Donc, par la transitivité de =, ona c = ¢

7 est donc une relation déterministe.
C.Q.FD.



a)(2) (Intuitivement, — semble ne pas étre une relation totale, car la divi-
sion par zéro n’est pas définie.)

Nous devons donc démontrer que
—(Vb:z|:(3c:z|:bre))

Ce qui est equivalent a démontrer
(Fb:Z|: =(dc: 7| : brc)).
( Voir (7.20), Axiome, De Morgan )

Ce qui est equivalent a démontrer
(Fb:7Z|: (Ve:7z|:—(bre))).
( Voir (7.21)(b), De Morgan )



Démontrons donc que
(3b:z|: (Ve:z|:—(brc))).

SO!t b.= 0. ( Un tel b existe car clairement 0 : Z. )
Soitc : Z

Alors, comme 1/0 n’est pas de type Z
( propriété de /’arithmétique_ )
on ne peut pas avoirc = 1/0

Donc par la définition de ~, on ne peut avoir brc,

On a donc —(b7c). 7 nest donc pas une relation
totale, et par conséquent n’est pas une applica-

tion.
C.Q.ED.



a)(3)et(4) ont tous deux des réponses negatives puisque

T n'est pas une application.
C.Q.FD.



b)(1)et(2) k €st nécessairement un application (a moins
d’'une erreur faite par le professeur dans I'énonce)
puisque c’est ce que signifie la notation

k:7 — 7

k est donc une relation déterministe et totale.
C.Q.F.D.



b)(3) (/ntuitivement, k semble étre une relation injective.)
Comme k est une application nous allons dé-
montrer :
(Vo,z’' : 2|k(x) = k(2)) : z = o).
Soient x, z : Z choisis tels que k(x) = k(x').
Alors on a 2z = 2’. ( Définition de k. )

Alorsonax = z'. ( Propriété de l'arithmétique. )

k est bien une application injective.
C.Q.F.D.



b)(4) (/ntuitivement, k semble ne pas étre une relation surjective, les nombres
impairs ne semblant pas faire partie de I'image de k.)

Comme k est une application nous devons donc
démontrer :

-(Vy . z|: 3z :zZ|: k(z) =vy))

Ce qui est équivalent a démontrer
Ay :Z|: -3z :Z| : k(x) = y)).
( Voir (7.20), Axiome, De Morgan )

Ce qui est équivalent a démontrer

Ay :zZ|: Vx :Z| . k(x) = vy)).
( Voir (7.21)(b), De Morgan )



Démontrons donc
(Jy:z|: (Vx:7Z|: k(x) Zy)).

SO!t y = 3. ( Un tel y existe car clairement 3 : Z. )
Soitx : Z

Alors clairement, k(z) = 2z # 3, car 3 n'est
pas un nombre pair.
( Définition de la parité — proprieté de I'arithmétique. )

k n'est pas une application surjective.
C.Q.FD.



Lemme C.3 Soientp C Ax B eto C BxC, deux relations déterministes.
Alors p o o est une relation deterministe sur A x C.

Démonstration

En supposant . (%) (Va:A, bt :B|apbAapb :b=1")
et . (5%x) (Vb:B,c,d:C|bocAbocd :c=/C)
Nous allons démontrer : (Va: A, e,/ :C|lapoocAhapooc :c=7c)

Soienta : A, c: C, ¢ : C choisis tels que ap o oc et ap o oc
(et montrons que c = . )

Soit b : B choisi tel que apb A boc
( Comme ap o oc, par la définition de o, un tel b existe.)

Soit &’ : B choisi tel que apb’ A b'oc
( Comme ap o oc/, par la définition de o, un tel b’ existe,

cependant il est a priori possible que b’ soit différent de b.)



Comme on a apb et apb’ ,onadonc b = V', ( Voir (x).)
Ce dernier fait, combiné avec b’'o¢/, nous donne boc’.
Ainsi, on a a la fois boc et boc’.

Onadoncc=/¢ ( Voir (xx).)

p o o est donc une relation déterministe.
C.Q.F.D.



Lemme C.4 Soientp C A x B etoc C B x C, deux relations injectives.
Alors p o o est une relation injective sur A x C.

Démonstration

En supposant . () Va,d' A, b:BlapbANdpb:a=ad)
et C (OO) (WVbb i B,c:C |bocAbocd :b=1b)
Nous allons démontrer : (Va,a’ : A, c:C |apoocAha'pooc:a=a

Soienta : A, ad’ : A, c: C choisis tels que apo oceta’pooc
(et montrons que a = d.)

Soit b : B choisi tel que apb A boc
( Gomme ap o oc, par la définition de o, un tel b existe.)

Soit &’ : B choisi tel que a’pb’ A boc
( Comme a’p o oc, par la définition de o, un tel b’ existe,

cependant il est a priori possible que b’ soit différent de b.)



Comme on a bocetboc,onadonch =1 { Voir ($<).)

Ce dernier fait, combiné avec a’pb’, nous donne a’pb.

Ainsi, on a a la fois apb et a’pb.

Onadonca = d ( Voir ($).)

p o o est donc une relation injective.
C.Q.F.D.



Lemme C.5 Soientp C A x B etoc C B x C, deux relations totales.
Alors p o o est une relation totale sur A x C..

Démonstration

En supposant  (Q) (Va:Al|:(3b: B:apb))

et . (Q0) (WVb:B|:(3c: C|:boc))

Nous allons démontrer : (Wa:Al: (Jc:Cl:apooc))
Soienta : A (et montrons que (3c: C |:apooc).)

Soit b : B choisi tel que apb
( par © : un tel b appartenant a B existe bien.)

Soit ¢ : C choisi tel que boc
( par O : un tel c appartenant a C existe bien.)

Alors onabienque apooc
( Par la définition de o, car apb et boc. )



p o o est donc une relation totale.
C.Q.FE.D.



Lemme C.6 Soientp C A x B eto C B x C, deux relations surjectives.
Alors p o o est une relation surjective sur A x C.

Démonstration

En supposant . (&d) (Vb:B|:(Ja: Al apdb))

et . () (Ve:C|:(Fb: B|:boc))

Nous allons démontrer : (WVe:Cl: (Ja:Al:apooc))
Soientc : C (et montrons que (Ja : A|:apooc).)

Soit b : B choisi tel que boc
( par & : un tel b appartenant a B existe bien.)

Soit a : A choisi tel que apb
( par &é : un tel a appartenant a A existe bien.)

Alors onabienque apooc
( Par la définition de o, car apb et boc. )



p o o est donc une relation surjective.
C.Q.FE.D.





