Preuve de #(pQ?) =1

Preuve:

# (D)

— ( (11.19) avec [S := p@] )
O xlr € D : 1)

— ( (11.32) avec [v,S :==x,D] )
Szl CD:1)

— ( lemme v (a la suite) )
Czjz=0:1)

( (6.21) avec [x, B, P =Y ,3,1],
car —libre(‘z’,'@") )



Lemme v : zC O

]
8
I
Q

Démonstration du lemme:

xC O
— ( (11.21) avec [S,T :=z,9D] )

Vyly ez :y € D)
= ((11.13) )
(Vyly € x : faux)
= ( (7.4)b avec [R,P :=y € x,faux] )
Vy| iy €Ex ANfaux =y € x)
( (3.53) avec [p:=y € x] )

(Vy| : faux =y € x)
( (3.3) avec [p,q := fauxr,y € x] )

(Vy| : y € x = faux)



( (11.13) )

Vy|l :yecx=y € D)
( (11.8) avec [S,T :=z,9] )

x=0



(11.56) SNT =0 = (Vx| ;e €S=a<&T)

Preuve de (11.56):

SNT =

(Vx| :

(Vx| :

(Vx| :

(Vx| :

(Vx| :

( (11.8) avec [S,T:=SNT,D] )

reESNT=x€@D)
( (11.13) )

x € SNT = faux)
( (11.29) avec [v:=1x] )

x € SNz €T = faux)
( (3.18) avec [p:=z e SAxeT])

—(xeSANxeT))
( (3.48)a avec [p,q:=x€ S,z €T])

—(xeS)V-(xeT))



( (3.75) avec [p,q :=x € S,~(x €T)] )

(V| :x € S=—~(xeT))
( définition de ¢ )

V| .z €S=ax&T)



(11.52) Monotoniede N : SCTAUCV = SNUCTNV

Preuve de (11.52):

SCTANUCYV
( (11.21) directement
et (11.21) avec [S, T :=U,V] )
VelreS:xeT)ANNxlreU :xzeV)
= ( (7.3) avec [R,P:=x € S,z € T]
et (7.3) avec [R,P:=x € U,x e V])
Ve|:xeS=axeT)NNVx|:xelU=x2€V)
( (6.23) avec [, R,P,Q := Ayvrai,x € S = x €
T,xcU=x€cV]
chaque quantification est bien définie )
V| :(zeS=xeT)N(xeU=zxeV))
= ( lemme £ (a la suite) avec [p,q,r,s ' =x € S,z €
T,xeUzxeV])
V| :(zeSNxeU)=(xeTNnxeV))



((7.3)avec [R,P =2 SNz cUxeTANxecV]
)

(Vzlx e SAzeU :ze€eT hNxeV)

( (11.29) avec [v,T := x, U]
et (11.29) avec [v, S, T : =z, T,V] )
(Velr e SNU :x€TNV)

( (11.21) avec [S, T :=SNnU,TNV])
SNUCTNV



Lemme £ : (Vz|: (p=>g9)A(r=35)) = (Vx| :pAr=qAs)

Preuve du lemme: On va d'abord montrer que

(p=qg)AN(r=35) = (PAT=qAs) (1)

est un théoreme. Pour y arriver, remarquons |'égalité suivante.

p=gAN(r=5s5) = (pAr=qAs)
( (3.81) avec [p,q,r == (=g N(r=35),pAr,qN

s] )

(p=g)AN(r=3s8)ApAr = gAs

Donc si on réussit a démontrer que

(p=g)AN(r=s8)ApAr = gAs (2)

est un théoréme, on aura que (1) est un théoreme.



(p=g)AN(r=s)ApATr
( (3.49) avec [p,q :=r = s,pAr]
et (3.49) avec [p,q :=p=q,p] )
pA(p=qg) Ar A(r=5s)
( (3.82) directement
et (3.82) avec [p,q:
PAGQAT NS
( (3.49) directement

et (3.49) avec [p,q:
gNANSADAT

= ( (3.92)b avec [p,q :=qAs,pAr])

r,s] )

pAT,8])

q/N\s

Donc (2) est un théoréme, donc (1) est un théoreme.



En résumeé,

p=g)AN(r=s) = (pAr=qAs)

est un théoreme.

Par le méthatéoreme (7.23),

V| :(p=g)A(r=35) = (pAr=qAs))

est aussi un théoreme.
Par (7.18) avec [R,Q,P :=vrai,(p = g) A(r = s),pAr = qA s],
on a donc que

V| : (p=g)AN(r=35)) = (Vx| :pAr=qAs)

est un théoréeéme et le lemme est démontreé.



