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Exer
i
es reliés au 
hapitre 2

Exer
i
es

Voi
i les exer
i
es que je re
ommande de faire :

� Exer
i
e 2.2.1. Il s'agit d'une des
ription informelle du langage qui est demandée

dans l'exer
i
e 2.2.1 (
). (Exer
i
e 2.1 dans la 1ère édition.)

� Exer
i
es 2.2.2 et 2.2.3. (Exer
i
es 2.2 et 2.3 dans la 1ère édition.)

� Exer
i
e 2.2.4. Votre justi�
ation n'a pas né
essairement à être formelle et mathé-

matique. Elle doit au moins être une argumentation assez serrée pour que le le
teur

soit for
é d'agréer ave
 la justi�
ation. (Exer
i
e 2.4 dans la 1ère édition.)

� Exer
i
e 2.2.5.

� Exer
i
e 2.2.6. In
luez les nombres romains suivants :

Lettre Valeur

I 1

V 5

X 10

L 50

C 100

D 500

M 1000

On peut générer un nombre romain en retirant su

essivement la plus grande valeur

possible ; par exemple, une bou
le pourrait pro
éder ainsi :

�si le nombre est supérieur ou égal à 1000, soustraire 1000 et 
on
aténer M ;

sinon, si le nombre est supérieur ou égal à 500, soustraire 500 et 
on
aténer

D ; sinon . . .�

Il y a toutefois une règle supplémentaire qui est 
ommunément utilisée a�n de réduire

la taille des nombres romains générés ; lorsque le rapport entre une lettre et la lettre

suivante est de 5 (par exemple, entre I et V, ou en
ore entre X et L) ou supérieur,

on utilise une é
riture soustra
tive pour éviter de devoir répéter trop de fois de suite

le même symbole : IV à la pla
e de IIII, IX à la pla
e de VIIII, et
. Notez que la

notation soustra
tive ne s'applique pas lorsque le rapport entre deux lettres est de 2

(par exemple, V et X : impossible don
 d'é
rire VX)

1

.

Notez qu'après avoir é
rit (par exemple) XL (40), il n'est plus possible d'ajouter de

lettres supérieures ou égales à X, la suite ne peut 
ontenir que des V ou des I � par

1. Adapté de http://en.wikipedia.org/wiki/Roman_numerals



exemple, on ne pourrait pas é
rire XLX (le même prin
ipe s'applique pour toutes les

lettres).

Commen
ez par é
rire une grammaire qui ne tient pas 
ompte de la notation soustra
-

tive ; par la suite, étendez votre grammaire pour permettre de générer des nombres

utilisant 
ette notation.

Nous ne supporterons pas i
i la notation soustra
tive à plus d'un nombre, 
omme

IIX pour 8.

N'essayez pas de gérer le 
ara
tère optimal ou non d'un nombre romain au niveau

de la grammaire (par exemple IIIII pourrait être é
rit bien plus simplement pas V ;

toutefois, tenter de for
er les nombres à être optimaux au niveau de la grammaire

résulterait en une explosion du nombre d'états).



Réponses

2.2.1

� (a) La 
haîne aa+ a∗ peut être générée par la dérivation suivante :

S → SS∗ → SS + S∗ → aS + S∗
→ aa+ S∗ → aa+ a∗

� (b)

*

a

+

S S

SS

aa

S

� (
) Il s'agit du langage des a additionnés et/ou multipliés, en notation mathéma-

tique post�xe (notation Polonaise inversée). En e�et, la notation post�xe utilise la

forme SS+ pour les additions et SS∗ pour les multipli
ations, où S est une sous-

expression. Dans le 
as de 
ette grammaire, les sous-expressions ne peuvent être que

des additions, des multipli
ations ou a.

2.2.2

� (a) La grammaire génère le langage 0n1n ave
 n ≥ 1.

Justi�
ation :

� toutes les produ
tions insèrent des 0 à gau
he et des 1 à droite, don
 on obtient

né
essairement une 
haîne 
ommençant par des 0 et �nissant par des 1 ;

� toutes les produ
tions insèrent un nombre égal de 0 et de 1, don
 le nombre de 0

est né
essairement égal au nombre de 1

� la seule produ
tion ne 
ontenant pas de non-terminaux est S → 01, don
 tous

les mots générés 
ontiennent né
essairement au moins un 0 et un 1.

� (b)

Le langage des a additionnés et/ou multipliés, en notation mathématique pré�xe.

Justi�
ation : La notation pré�xe utilise la forme +SS pour les additions et ∗SS pour

les multipli
ations, où S est une sous-expression. Dans le 
as de 
ette grammaire, les

sous-expressions ne peuvent être que des additions, des multipli
ations ou a.



� (
) Le langage des 
haînes qui sont formées de parenthèses ouvrantes et fermantes

et qui sont bien balan
ées.

Justi�
ation : la grammaire insère toujours à la fois une parenthèse ouvrante et une

parenthèse fermante dans 
et ordre : (, ). De plus, elle permet la même 
onstru
tion

avant, après et dans les parenthèses.

� (d) Le langage des 
haînes qui sont formées de lettres a et de b en n'importe quel

ordre mais en nombre égal.

Justi�
ation : la grammaire insère toujours à la fois un a et un b

� (e) Le langage des expressions mathématiques qui peuvent additionner, juxtapo-

ser (aa) et/ou appliquer l'opérateur post�xe ∗ (a∗) à une ou plusieurs variables a,

possiblement ave
 des parenthèses. Il pourrait s'agir d'un langage représentant des

expressions régulières, où l'opérateur + représente l'union.

2.2.3

(
), (d) et (e)

2.2.4

� (a)

S → SS + | SS − | SS ∗ | SS/ | number

� (b)

S → S, id | id

� (
)

S → id, S | id

� (d) Expli
ation : a�n d'éliminer toute ambiguité, la priorité des opérateurs est tenue

en 
ompte dans 
ette grammaire. La grammaire traite en premier les opérateurs +
et −, qui sont les moins prioritaires ; puis elle �des
end� traiter les termes (T), qui sont


onstitués des opérateurs ∗ et /, qui sont plus prioritaires. Finalement, on identi�e

les opérandes du terme (ou le terme entier) 
omme étant une valeur (V) soit, pour


et exer
i
e, un entier ou un identi�
ateur.

S → S + T | S − T | T
T → T ∗ V | T/V | V
V → number | id

� (e)

S → S + T | S − T | T
T → T ∗ V | T/V | V
V → number | id | + V | − V



2.2.5 (a)

Cas de base

Les nombres binaires 11 et 1001, qui 
orrespondent respe
tivement à 3 et 9, sont tous

deux divisibles par 3.

Indu
tion sur num → num 0

Si �num� est divisible par 3, alors �num 0� l'est aussi. Preuve : soit num = 3x où x
est entier (un tel x existe 
ar, par hypothèse d'indu
tion, num est un multiple de 3) ; or,

en binaire, ajouter un 0 à la droite d'un nombre 
orrespond à le multiplier par deux ; don


on sait que num 0 = 6x. On 
onstate que �num 0� est divisible par 6, et don
 est divisible

par 3.

Indu
tion sur num → num1 num2

Si �num1� et �num2� sont tous deux divisibles par 3, alors �num1 num2� l'est aussi.

Preuve :

� Soit len(a), une fon
tion retournant le nombre de 
ara
tères dans `a', un mot 
om-

posé de 0 et de 1. (Par exemple, len(011) = 3, et len(01110) = 5).

� La 
on
aténation de 
ara
tères �num1 num2� peut se réé
rire sous la forme mathé-

matique suivante, si on 
onsidère num1 et num2 
omme des nombres et non plus


omme des suites de 
ara
tères : �num1 ∗ 2
len(num2) + num2�

� Puisque num1 est divisible par 3 (par hypothèse d'indu
tion), alors num1 ∗ 2n

est aussi divisible par 3 pour tout n ≥ 0. Pour s'en 
onvain
re, il su�t de poser

num1 = 3x ; on voir alors bien que num1 ∗ 2n = 3x ∗ 2n est divisible par 3.

� E�e
tuer l'addition p = m + n où n et m divisibles par 3 donne un résultat p
divisible par 3 ; pour s'en 
onvain
re, il su�t de poser m = 3x et n = 3y ; alors on a

p = (x+ y) ∗ 3 et on voit que p est bel et bien divisible par 3.

� Par 
onséquent, �num1 ∗ 2
len(num2) + num2�, qui est une addition de deux nom-

bres divisibles par 3, donne un résultat divisible par 3.

2.2.5 (b)

Non, 
ar le nombre 10101 (21) est divisible par 3 mais n'est pas généré par la grammaire.

En e�et, 10101 ne 
ontient ni 11, ni 1001 ; or, on voit bien que toute 
haîne générée par


ette grammaire doit for
ément 
ontenir l'un ou l'autre.

2.2.6

Voi
i la première version de la grammaire, qui ne supporte pas la notation soustra
tive :



M → `M' M | D

D → `D' D | C

C → `C' C | L

L → `L' L | X

X → `X' X | V

V → `V' V | I

I → `I' I | ǫ

Voi
i la version améliorée qui gère la notation soustra
tive :

M → `M' M | `IM' | `VM' I | `XM' V | `LM' X | `CM' L | D

D → `D' D | `ID' | `VD' I | `XD' V | `LD' X | `CD' L | C

C → `C' C | `IC' | `VC' I | `XC' V | L

L → `L' L | `IL' | `VL' I | `XL' V | X

X → `X' X | `IX' | V

V → `V' V | `IV' | I

I → `I' I | ǫ


