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Réponse a la série d’exercices #6

A-calcul
1. (a)
FV(x. (Ay. (x (v 7)) =
FV(Qy. (x (v 2) —{x} =
(FV(x(y2) —{y}) —{x} =
(FVx)UFV(y z)) = {y}) —{x} =
({x} UFV(y)UFV(2)) —{y}) — {x} =
({pu{ytui{zh) —{yh) —{x} =
{z}
(b)
FV(x (Ax. (x (y (\y-v) =
FV(x)UFV(Qx. (x (v (Ay. ) =
XPUFEV((y (Ay-¥) —1{x}) =
XPU((FVE)UFV(Y (A\y.y)) —{x}) =
U UFVy)UFV(Qy. y) = {x}) =
U U{ytuEV(EY) —{v}) —{x}) =
uxtulytuyr =) —{x}) =
{x vy}
(c)
FV((Aa. (f (Ax. a))) ((Ac. (fc))c)) =
FV(da. (f (Ax. a))) UFV((Ac. (fc)) c) =
(FV(f (Ax. a)) —{a}) UFV(Xc. (f ¢)) UFV(c) =
(FVE)UFV(Ax. a)) —{a}) U (FV(f c) — {c}) U{c} =
({ftu(FV(a) — {x})) —{a}) U((FV() UFV(c)) — {c}) U{c} =
(({ftu({a} —{x}) —{ah) U(({f} U{c}) = {ch U{c} =
{f,c}
2.

(M. (Ax. ((F ) x))) (M. (Ax. ((f ) x))))



M. (Ax. ((f £) x)))] ot C1 = (M. (Ax. ((f £) x))) [])
Ag. (Ax. ((g 8) x)))]
((Af (AX ((f £) x))) (Ae. (Ax. ((g 8) x))))

x. ((g g) x))] ot C2 = ((Af. (Ax. ((f f) x))) (Ne. []))
Ay- ((gg) )]
(M. (. ((F £) ) (Ag. (Ay- (g 2) ¥))))

- Je 1 Je 1l

3. Evaluation en ordre normal :

1 = 1t = | 1t = 1| =~ | R R =N

(((Af. (g (£ 1)) (A x) (Ax x))) ((Ay- y) (A2 2)))

CTIAE (Ag. (F 1)) (Ax. x) (Ax. x))] ot CF = ([] ((Ay. ¥) (Az. 2)))
CrlAg (Ax x) (Ax. x)) ((Ax. x) (Ax. x))))]

(g (A x) (Ax. x)) (Ax. x) (Ax. x)))) ((Ay- y) (Az. 2)))

C2I((Ae- (. x) (Ax. x)) (Ax. x) (A x)))) (Ay- y) (Az. 2)))] ou C3 = []

C2[(((Ax. x) (Ax. x)) ((Ax. x) (Ax. x)))]
(((Ax. x) (Ax. x)) ((Ax. x) (Ax. x)))
C3l((Ax. x) (Ax. x))] ot CF = ([] ((Ax. x) (Ax. x)))
C3l(Ax. x)]

((Ax. x) ((Ax. x) (Ax. x)))

CPI((Ax. x) ((Ax. x) (Ax. x)))] ou C} =[]
CrI((x. x) (Ax. x))]

((Ax. x) (Ax. x))

CEI((x. %) O x))] ob G2 = [

Cyl(Ax. x)]

(Ax. x)

Evaluation en ordre applicatif :

(((Af. (Mg (£ 1)) (Ax. x) (Ax. x))) ((Ay- y) (A2 2)))
CHI((x x) (Ax. x))] o CF = (AL (Ag. (£1))) []) ((Ay- y) (A2 2)))
CH(x x)]
(((AF. (Ag. (£1))) (Ax %)) ((Ay- y) (Az. 2)))
Co I (Mg (£ 1)) (A x))] ot CF = ([] ((Ay. ¥) (A2 2)))
G2l ((Ax x) (Ax. x)))]

((Ag. (Ax x) (Ax. x))) ((Ay- y) (A2 2)))
C3[((Ay- y) (Az. 2))] out CF = ((Ag. ((Ax. x) (Ax. x))) [])

M J=m o J= o



T=

C3[(Az. 7)]

((Ag. (Ax. x) (Ax. x))) (Az. 2))

Cil((e. (A x) (Ax. x))) (Az. 2))] o CF = []
CH((Ox x) (Ax. x))]

= ((Ax. x) (Ax. x))

CE[((Ax. x) (Ax. x))] ou C? =[]

C3[(x. x)]

(Ax. x)

T=

T=

4. Premierement, nous définissons la notion de profondeur d’un contexte. Soit P la
fonction qui prend un contexte (de -réduction, c’est-a-dire C™ ou C?) et qui retourne
la profondeur de ’emplacement distingué dans ce contexte. P est définie comme suit :

P([]) = 0
P(C"ey) = 1+ P(CY
Ple; C') = 1+ P(CY)

Notez que la derniere équation inclut le cas ol e; est une valeur.

Deuxiemement, démontrons le théoréme pour les contextes C™. Nous faisons une
preuve par induction sur la profondeur du contexte.

Base. Soient e, C™ et €' tels que e = C"[¢'], FV(e) = 0 et P(C™) = 0. Comme
P(C™) =0, alors C* =[], ¢ =eet FV(e') = 0.

Hypothése d’induction. Soient e, C™ et € tels que e = C"[€'], FV(e) = (et P(C™) < n,
alors FV(e') = 0.

Pas. Soient e, C™ et €' tels que e = C*[¢/], FV(e) = 0 et P(C™) =n+1 > 1. Comme
P(C™) > 0, alors C™ est de la forme (C7T' e3). On peut donc écrire e comme (e1 e3) ou
er = CP[e]. Or, FV(ey) = 0 car O = FV(e) = FV(e1) UFV(e2). Aussi, P(C}) = n.
On peut donc utiliser I’hypothése d’induction et conclure que FV(e') = 0.
Troisietmement, nous donnons une indication comment adapter la preuve pour C" a
C?. 1l suffit de considérer également, dans le pas, le cas ou C? est de la forme (e; C%).
L’argumentation est similaire.

5. Montrons le théoréme pour les contextes C™ par induction sur la taille de e. La taille
d’un A-terme e est le nombre de noeuds présent dans ’arbre de syntaxe abstraite de
e.
Pas : taille 1. Soit e tel que FV(e) = ) et e est de taille 1. Forcément, e ne peut étre
que de la forme x. Donc, FV(e) = {x} # (. Contradiction.
Pas : taille 2. Soit e tel que FV(e) = ) et e est de taille 2. Par sa taille, e est forcément
de la forme (Ax. x) — une variable étant plus petite et un appel étant plus gros. e est
donc une valeur.
Hypothése d’induction. Soit e tel que FV(e) = ) et e est de taille au plus n, alors soit
e est une valeur, soit 3C", x, e1, ez tels que e = C*[((Ax. e1) e2)].



Pas. Soit e tel que FV(e) = () et e est de taille n+1 > 3. Considérons les trois formes

“possibles” de e :

— e =x: Contradiction a cause de la taille de e.

— e = (Ax. e3) : e est donc une valeur.

— e = (e4 e5) : comme ey est de taille au plus n — 1 et que FV(eq) = 0 (voir réponse
précédente), on peut appliquer 'hypothese d’induction; e4 est alors 'une de deux
choses :

— e4 est une valeur; ey est forcément de la forme (Ax. e;) (et non une variable) ;
donc e = C*[((Ax. €1) e5)] ou C™ = [].

— sinon, on obtient C7, x, €1 et ey tels que eq = CP[((Ax. e1) e2)]; on a donc que
e =C"[((Ax. e1) e2)] ou C™ = (CT e5).

Pour les contextes C?, il y a simplement plus de cas a considérer. Nous ne reprenons

que le pas d’induction.

Pas. Soit e tel que FV(e) = (0 et e est de taille n+1 > 3. Considérons les trois formes

“possibles” de e :

— e = x : contradiction a cause de la taille de e.

— e = (Mx. e9) : e est donc une valeur.

— e = (eg e4) : comme e3 est de taille au plus n — 1 et que FV(e3) = 0, on peut
appliquer I’hypothese d’induction ; eg est alors I'une de deux choses :

— e3 = (Ax. e5) ; comme ey est aussi de taille au plus n — 1 et que FV(ey) = (), alors
on peut appliquer ’hypothése a nouveau ; e4 est alors I'une de deux choses :
— e4 =v;on adonc que e = C*[((Ax. e5) v)] ou C* = [-].
— on obtient C§, x, e; et v tels que eq = CS[((Ax. e1) v)]; on a donc que e =
C*[((Ax. e1) v)] ou C* = ((Ax. e5) C%).
— on obtient C%, x, e; et v tels que e3 = C?[((Ax. e1) v)]; on a donc que e =

C?*[((Ax. e1) v)] ou C* = (C% ey).



